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Kapitel 1
Vorbereitung: Zahlenfolgen und Reihen

In der Finanzmathematik geht es um Zahlen, meist eine Anzahl von Wahrungs-
einheiten wie €, und deren Entwicklung Uber bestimmte Zeitrdume, also (ber
eine Anzahl von Monaten oder Jahren. Eine solche Entwicklung beschreibt man
durch eine Folge von Betragen, die man vielleicht pro Jahr ansammelt, und durch
Summen aus solchen Betragen. In der Mathematik werden Zahlensummen auch
als Reihen bezeichnet.

Zur Vorbereitung auch der einfachsten Formeln in der Finanzmathematik
braucht man daher ein wenig Grundwissen Uber Zahlenfolgen und Uber ihre
Summen, die wir von nun an wie Ublich auch als Reihen bezeichnen wollen.
So ein wenig Grundwissen tberlegen wir nun.

1.1 Zahlenfolgen

Zur Bezeichnung von natlrlichen Zahlen verwendet man den Buchstaben N
N=1{1,234,,...}.

Mit dem Buchstaben R bezeichnet man die Menge der reellen Zahlen. Beispiele

reeller Zahlen sind etwa 1.5, v/2, 2.5% u.v.a.m.

Eine Folge von Zahlen sind Zahlen, die mit den natirlichen Zahlen indiziert
sind:
a1,a2,03,A4,......

Die Zahlen a1, as, as, a4, - .. sind die Glieder der Folge.

Eine Folge ist arithmetisch, falls die Differenz zweier benachbarter Zahlen, also
zweier Folgenglieder konstant ist. Diese Konstante bezeichnen wir als d:

Ay — Qp—1 = d.
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Beispiel 1.1.

5,8,11,14,17, ...
8—5=3, 11-8=3, 14—11=3, usw. =d=3.

Es sei nun aq, as, as, . . . eine arithmetische Folge. Dann gilt:

a; = ay
a2:a1+(a2—a1):a1+d
a3 =az+ (a3 —az) =a1 +d+d=a,+2d

usw.

Fur eine arithmetische Folge gilt:

anp =a;+ (n—1)d (1.1)

Weiter finden wir flr eine arithmetische Folge durch Einsetzen der Definition:

%(anH +an_1) = %((al +nd) + (a1 + (n — 2)d))

1
:5(2a1+2nd—2d):al—l—nd—d:al—l—(n—l)d:an.

Das heifit also
a,, ist das arithmetische Mittel aus den Nachbargliedern a,,—; und a,, 1 .

Beispiel 1.2. Wie finden wir das 100. Folgenglied der Folge 5,8,11,14,17,...?

Antwort: Durch Ausprobieren sehen wir, dass es eine arithmetische Folge ist mit

a1:5, d:3,
Nun n =100, a, =a;+ (n—1)d,
a100:5+993:302
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Ein weiterer Typ fur Folgen: Eine Folge ist geometrisch, falls der Quotient
zweier benachbarter Folgenglieder konstant ist:

Gn41

Qn

Es sei ay, as, as, ay, . .. €ine geometrische Folge. Dann ist:

ap = a

ag
a2 = a1— = a1q
ai

_ a3 _ _ 2
a3 = G2— = G2¢ = a14q
az

Das heif3t:

Fir eine geometrische Folge gilt:

an =a1q™ L. (1.2)

Bemerkung: a® =1 fiir jedes a € R.

Beispiel 1.3.

Hier werden die Folgenglieder kleiner, ¢ muss also kleiner als Eins sein und wir
lesenesab aus as/a; = as/as = 1/2:
1 1

ai :367 q:§7 a’n:alqn_ )

1 36 9
=36 — = — = —,
@10 29 T 512 128
Wir kénnen also Folgenglieder a,, auch fiir sehr groRe Indexnummern n schnell
berechnen, wenn wir nur a; und ¢ kennen.

Gegeben seien nun zwei reelle Zahlen ¢ > 0 und b > 0.
Das geometrische Mittel z, von a und b lautet: 7, = Viab.
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Beispiel 1.4. Seien a und b die zwei Zahlena =2 und b = 8.

. . . b . 2
Ihr arithmetisches Mittel z lautet: 7 = % ,somitalso z = %8 =5.

Ihr geometrisches Mittel lautet: 7, = v2-8 =4.

Es sei a1, as, as, . . . eine geometrische Folge. Dann gilt:

n n—2
Gn4+1an—-1 = a1q a1q =

2 n_n 2 2 2n—2 __

aiq"q"q * = aiq =(a1q" ") =a;

= Qp,

somit nach Wurzelziehen bei allen Termen: /a,1an—1 = ay .

Wir haben mit dem Beispiel gezeigt:

Geometrische Mittel bei geometrischen Folgen:

Bei einer geometrischen Folge ist a,, das geometrische Mittel aus den be-
nachbarten Folgengliedern a,, 1 und @, 1.

Un = /An—1 * An41 (13)

Beispiel 1.5. Die Zahlenfolge 1, 2, 4, 8, 15, ... ist nicht geometrisch: Man sieht
es an den Quotienten 4/2 # 15/8, aber auch an 8 = v64 # v 15 - 4.

1.2 Reihen

Reihen entstehen, wenn man die Glieder einer Folge addiert.
Folge: a1,a9, ..., a,

Reihe: Zak =a1+as+...+a, =5,
k=1
Die mathematischen Zeichen Z und s stehen dabei als Abkilirzung fur den

ersten Buchstaben im Wort Summe. Die Sprechweise ist: ,,Summe oder Reihe
der a;, fir k£ von 1 bis n*.
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Die arithmetische Reihe

Es sei ay, as, ag, . . . eine arithmetische Folge.
Dann gilt fiir die arithmetische Reihe:

S, =a1 +ag+asg...... +an,
a1+(a1+d)+(a1—|—2d)—|—...—|—(a1—|—(n—1)d),
(a1 +(n—1)d)+ (@ +n—-2)d)+ (a1 +(n—3)d)+...+a;.

Sn

Sn

Dabei haben wir in der letzten Zeile die Summanden der vorangehenden einfach
in umgekehrter Reihenfolge hingeschrieben. Nun addieren wir die zwei letzten
Zeilen mit einem weiteren kleinen Trick: bei den rechten Seiten immer einen
Summanden der vorletzten + eine Klammer der letzten Zeile. Das ergibt:

25, = (201 + (n—1)d) + (2a1 + (n — 1)d) + ... 4+ (2a1 + (n — 1)d) ,
28, = n(2a1 + (n —1)d),

= 5(2(11 +(n—1)d) = §(a1 +a1+ (n—1)d) = §(a1 +ap).

Sn

Wir haben gezeigt:

Summe einer arithmetischen Reihe: Fur eine arithmetische Reihe gilt
n
8p, = =(2a1 + (n— 1)d),

Sn = =(a1 + an) . (1.4)

NS

Beispiel 1.6. Fur jede naturliche Zahl n gilt fur die Folge 1, 2, 3, .. ., n, dass sie
arithmetisch ist und daher:

n
n
sn:1+2+...+n:2k:§(a1+an): (I14+mn).
k=1

|3

So kénnen Sie zum Beispiel sehr schnell berechnen, dass 1 +2 + ...+ 100 =
50 - 101 = 5050 ist, und ahnlich schnell Summen von anderen arithmetischen
Folgen ausrechnen.
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Beispiel 1.7. Man betrachte die Folge 2, 7, 12, 17, ... =2,24+5,24+2-5, ...
Die Folge ist also arithmetisch mit a; = 2, d = 5. Mit den Formeln von oben
folgt dann:
n 50
sn:§(2a1+(n—1)d), 850:?(22+495):6225
oder:

an =a1+ (n—1)d, asg = 2+49 -5 =247,

n
Sp = 5((11 +an)7

50

Die geometrische Reihe

Esseis, =a; +as+...+a,.
Falls die Summanden a1, as, as, ..., a, eine geometrische Folge bilden, so ist
sn eine geometrische Reihe. Fiir eine geometrische Reihe gilt:

Sn = a; +as+...+ay
Sn = q +a1q+a1q2+...+a1q”*1
qSn =ag+a®+.. . +a¢d" P +a "
qSn — Sp = a1q" — ap
(q—1)sn = ai(q" — 1)

q" —1
Sn = ax 1

Summe einer geometrischen Reihe: Fir eine geometrische Reihe gilt

q" =1
g—1"

(1.5)

Snp = a1
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Damit kénnen Sie s,, auch fur grof3e n sehr schnell ausrechnen, wenn Sie a;
und ¢ kennen, ohne dass Sie langwierige und langweilige Additionen ausfiihren
mussen. Noch ein kurzes Beispiel:

Beispiel 1.8.  Durch Ausprobieren findet man, dass
3,6,12,24,...=3,3-2,3-2% 323 ...

eine geometrische Folge ist. Es ist also a; = 3 und ¢ = 2. Was erhalt man als
Summe der geometrischen Reihe 3 +6 + 12 + 24 + 48 + 96 = ?

n—1
Antwort: Sn :alq , n==~6,
q—1
26 1
=3 =3(26 - 1) =189.
s6 =357 =3 )

1.3 Fachwdrter Deutsch-Englisch

N, Menge der natiirlichen Zahlen the set of the natural numbers
R, Menge der reellen Zahlen the set of the real numbers
arithmetische Folge arithmetic sequence
geometrische Folge geometric sequence
Reihe series
V2, Wurzel aus 2 square root of 2
53, 5hoch 3 5 to the power of 3
Quotient, Zahler, Nenner quotient, nominator, denominator
Mittel, Mittelwert mean, mean value

n
Z a, Summe der ay sum of the a sub k for k& from 1to n
k=1

fur &k von 1 bisn
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1.4 Typische Aufgaben

Versuchen Sie, die folgenden Aufgaben selbstandig zu 16sen. Kontrollieren Sie
erst dann lhren Erfolg, indem Sie lhre eigenen Rechnungen mit den Lésungen
der Aufgaben im Schlusskapitel vergleichen.

1.

2.

Wie lautet das 28. Glied einer arithmetischen Folge mit dem Anfangsglied 14
und der Differenz 6?

Wieviele Glieder hat eine arithmetische Folge mit der Differenz 17, wenn das
Anfangsglied 12 und das letzte Glied 522 ist?

Wie groB ist die Differenz einer 12-gliedrigen arithmetischen Folge, die mit
390 beginnt und mit 137 endet?

Eine arithmetische Folge mit der Differenz 2 hat die Partialsumme 270. Der
letzte Summand ist die Zahl 32.

Das wievielte Glied der Folge ist 32?

Wie groB ist der Quotient einer 5-gliedrigen geometrischen Folge, die mit
1296 beginnt und mit 1 endet?

. Wie groB ist die Summe der dritten bis zur zw6lften Potenz von 2 ?
. Eine geometrische Folge beginnt mit den Gliedern 243, 81. Wie lautet das

zehnte Glied und wie groB ist die Summe aller zehn Glieder?

. Eine Firma stellt die Aktentasche PROSTAK her. Der Vertrieb beginnt mit

einem Mann. Der Mann findet 5 Kéufer von PROSTAK-Aktentaschen. Diese
5 Kaufer bilden die erste Kaufergeneration. Jeder Kéufer erhalt den Kauf-
preis seiner PROSTAK-Aktentasche zuriick, falls er 5 weitere Kaufer werben
kann. So kommt es zur zweiten K&ufergeneration. Jeder K&ufer der zweiten
Kéufergeneration findet 5 weitere Kéufer. Diese bilden die dritte Kduferge-
neration (Schneeballsystem).

a) Aus wievielen Kéufern besteht die 12. Kéufergeneration?

b) Wieviele Kéufer muR die 12. K&ufergeneration finden um den Kaufpreis
ihrer PROSTAK-Aktentaschen ersetzt zu bekommen?

¢) Wieviele PROSTAK-Aktentaschen-Tréger gibt es insgesamt bis zur ein-
schlieBlich 12. Kaufergeneration?

d) Wieviele PROSTAK-Aktentaschen hat die Firma bis zur einschlief3lich 12.
Ké&ufergeneration verschenkt?

e) Die PROSTAK-Aktentasche wird fir 30€ verkauft. Der Gewinn pro
PROSTAK-Aktentasche betragt 8 €. Wie hoch ist der Gewinn der Firma
bis zur einschliellich 12. K&ufergeneration?



Kapitel 2
Verzinsung von Kapital

Definitionen:

Ky = Anfangskapital
= Anfangswert des Kapitals
= Barwert
= Gegenwartswert

K, = Endkapital
= Endwert des Kapitals

n = Anzahl der Zinsperioden

i = Zinssatz

p = Zinsfulk in Prozent
=4-100

q =141

Der Zinssatz i gibt an, wieviel Zinsen ein Kapital von 1 Geldeinheit (z.B. 1€)
in einer Zinsperiode ergibt. Zinsperioden sind normalerweise:

1 Jahr, 1/2 Jahr, 1/4 Jahr, 1 Monat oder 1 Tag.
Bei der einfachen Verzinsung werden die Zinsen immer vom Anfangskapital
berechnet. Bei der Verzinsung mit Zinseszins werden die Zinsen mitverzinst.

Wir behandeln nachfolgend die verschiedenen Zinsmodelle und Musterbeispiele
fiir die typischen Aufgabenstellungen in der Kapitalverzinsung.
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2.1 Einfache Verzinsung

abgelaufene Zinsperiode Endkapital

n K,

0 Ky

1 Ko +iKo = Ko(1 +1)

2 Ko+ 1Ky+ 1Ky = Ko + 21K

3 Ko+ 1Ko+ 1Ky + 1Ky = Ko+ 3iKg
USW.

Zinsen werden nicht mitverzinst.

Einfache Verzinsung:

Kn=Ko(1+i-n) (2.1)

Anmerkung 2.1. Die Folge der Endkapitalien ist bei einfacher Verzinsung eine
arithmetische Folge mit d = Ky - 4.

Lost man die Gleichung K,, = Ky (1 +4-n) nach K auf, so erhalt man fir den

Barwert
K,

T 1tion’

Ky

Diese Berechnung nennt man Diskontieren oder Abzinsen.
Die Gleichung K,, = Ky(1 + ¢ - n) enthélt vier GroRen Ky, K,,,n und i.

Falls 3 GroRen gegeben sind, kann man die 4. GroRe aus der Formel durch Ein-
setzen der bekannten 3 GroRen ausrechnen.

Musterbeispiele zu typischen Aufgaben:

1. 100<€ werden bei 7,5 % 4 Jahre lang einfach verzinst.
Wie hoch ist der Endwert?
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LGsung:

K, =Ko(1+i-n),

Ky = 100, n =4, 1=0,075,

K, =100(1+40,075-4) =100-1,3 = 130 <€,
Z = Zinsen = 30 €.

2. Jemand will eine in 5 Jahren fallige Schuld von 10.000 € sofort ablésen. Der
Zinssatz sei 6 %. Wie hoch ist der Abldsebetrag?

Losung:

14+i-n’

K, = 10.000, n =25, 1=20,06,

10.000

=Y 769231,
1+5-0,06 oLe

3. Aus 1.000<€ sind nach 5 Jahren 1.400€ geworden. Wie hoch war der Zins-
satz?

K, ) K,
Kn:KO(l‘i‘i'”)a 1—|—i~n=?0, Z-n:Ko—l,
1 (K,
iz—(——l), Ko=1.000, K,=1400, n=5,
n KO
1 /1.400
=—-|———-1)=0,08 Antwort also: =8%.
5(1.000 ) 89 p=8%

4. Bei einem jahrlichen Zinssatz von 7 % sind aus 200 € schlieBlich 242 € ge-
worden. Wieviele Jahre waren die 200 € angelegt?

Losung:
Kn:K0(1+Z’I’L),
K, . } K, 1 /K,
— =14+1-n, 1n=——1, n:—,(——l),

Koy =200, K, =242, t=0,07,

1 242 1 42 42 3 Jahre
n = _— = = — = .
0,07 \ 200 200-0,07 14
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2.2 Zinseszins

Beim Zinseszins-Modell werden die Zinsen mitverzinst.

abgelaufene Zinsperiode Endkapital

n K,

0 Ko

1 Ko +iKo = Ko(1+1)

2 Ko(l1+14)+ Ko(1+14)i =
Ko(1+i)(1+1i) = Ko( i)2

3 Ko(1+41)% 4+ Ko(1+14)%i
Ko(1+1)*(1 +1) = Ko(1 +1)°

Bei der Verzinsung mit Zinseszins bilden die Endkapitalien eine geometrische
Folgemitg=1+1.

Zinseszinsformel:
K, = Ko(l+1i)" (2.2)

Wesentlich haufiger als einfache Verzinsung kommt die Verzinsung mit Zinses-
zins vor. Im Allgemeinen nimmt man bei Verzinsung automatisch Verzinsung
mit Zinseszins.

Die Formel K,, = Ko (1 + )" enthélt die vier GroRen K, K,,,n und i.

Falls 3 der 4 GroRen gegeben sind, kann man die 4. GroRe aus der Formel aus-
rechnen. Berechnet man aus der Zinsformel K, so nennt man dies Diskontieren
oder Abzinsen:

K,

(1+1)»

Ky =

Die Formel K,, = Ky(1 + ¢)" hat vier Typen von Aufgaben zur Folge.
() Gegebensind Ky, und n, gesucht ist K, .

Beispiel 2.1. Auf welchen Betrag sind 100 € nach 10 Jahren bei einem Jah-
reszins von 4 % mit Zinseszins angewachsen?
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LGsung:
Ko =100, n = 10, i=0,04,
Ko =100-1,04° = 148,02€.

(1) Gegeben sind K, ¢ und n, gesucht ist K

Abzinsung

Beispiel 2.2. Ein Kapital hat sich nach 5 Jahren bei 8 % Verzinsung mit Zin-
seszins auf 14.693,28 € angesammelt. Wie grofl? war das Anfangskapital?
Ldsung:

K, =14.693,28; n=>5; 1=0,08,

14.693, 28
= P 0. .
0 o8 0.000,00€

(1) Gegeben sind K,,, Kq, und 4, gesucht ist n. Weil n im Exponenten des Aus-
drucks (1 4+ ¢)" steht, braucht man die Logarithmusfunktion, um nach » auf-

zuldsen. (Hier braucht man die Formel ¢ = b <= nloga = logb fir

a,b > 1,n € N; log ist dabei der sogenannte natirliche Logarithmus.)
K,

K, =Ko(1l+1i)", 1+)"=—,
Ky

K,
nlog (1 +1) zlog(K ) :
0

lo <ﬁ>
K , (2.3)

Laufzeit bei Zinseszins: n =

Beispiel 2.3. Nach wieviel Jahren ist ein Kapital von 1.000 € auf 2.000 € bei
7% Verzinsung mit Zinseszins angewachsen?
Ldsung:

Ky =1.000, K, =2.000, 1=10,07.

. . 1
Gesuchtistn . Esistn = =10,245; n ungeféhr 10 + 1 Jahre.
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(IV) Gegebensind K, , Ky, und n, gesucht ist i.
K,
Ky
L4 o Kn
1= — .
Ky
(%/a ist die n-te Wurzel einer Zahl a > 0. {/a = b <= a = b")

Zinsatz aus Laufzeit, Anfangs- und Endkapital:

i= /=21, (2.4)

Beispiel 2.4. 15.000 € sind nach 7 Jahren auf 22.929,46 € angewachsen. Zu
welchem Jahreszins war das Geld mit Zinseszins angelegt?

Losung: Ko = 15.000,00; K, = 22.929,46; n=7T;

92.929.46
= )20 10,0625, p=6,25%.
! 15.000, 00 06255 p=16,25%

Den Unterschied zwischen einfacher Verzinsung und Verzinsung mit Zinseszins
zeigt folgendes Beispiel: p=8%

abgelaufenes einfache Zinseszins- Differenz
Jahr Verzinsung Verzinsung
KTL KTL A

0 1.000 1.000,00 0

1 1.080 1.080,00 0

2 1.160 1.166,40 6,40

3 1.240 1.259,71 19,71

4 1.320 1.360,49 40,49

5 1.400 1.469,33 69,33
10 1.800 2.158,93 358,93
20 2.600 4.660,96 2.060,96

30 3.400 10.062,66 6.662,66
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2.3 Wechselnde Zinssatze

Ein Kapital wird m; Zinsperioden mit p; % verzinst. Danach wird es tiber ms
Zinsperioden mit po % verzinst. Die Verzinsung geschieht mit Zinseszins. Wie
hoch ist das Endkapital?

n=mi+msy 11 = Ean i = 2
100’ 100 °
K, = Ko - (1 + i)™ Ky tmy = K, - (1 + i2)7n2
| | |
[ [ [
m1 mi1 + ma

Ergebnis: K, = Ky 4m, = Ko(1+141)™ (1 4 ig)™2

Frage: Welcher, tiber die gesamte Laufzeit n = m; + mo konstante Zinssatz p
hatte zum gleichen Endkapital K, gefiihrt? Wir verwenden dazu

p

Z:m.

Es muss gelten:

K, = Ko(14+4)"

K,
sl
K, (149",

n=mi+ ms

)
| Ky,
”—-1—1—1,
Ko(1 + i)™ (1
i o/ BEn _1_\/ o +21 A+a)m

:\/ +’Ll)m1( +7,2 m2_q.

Naturlich brauchen wir dazu ein konkretes Beispiel. Das kommt nun sofort:
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Beispiel 2.5. 2.000€ sind mit Zinseszins angelegt. Die ersten 4 Jahre zu 3%
und danach 6 Jahre zu 5 %.

Wie hoch ist das Endkapital und wie hoch misste ein Uber die gesamte Laufzeit
konstanter Zins sein, der zum selben Endkapital fihrt?

Losung:

Ky = Ko(1+i1)™ (1 4 i)™ ;

Ky=2.000; m; =4; mo=6;
n=my+me=44+6=10; 1+ =0,03; i, =0,05;
K9 =2.000-1,03*-1,05% = 3.016,58 € .

. . p
= konstanter Zinsfu = —
b T 000

K, : :

i= {7 - 1= (i)™ (Lt ig)me — 1=
Ky

/1,034 1,056 — 1 =0,0419538 ... ~ 4,2%.

Ergebnis: 10 Jahre Verzinsung mit 4, 2 % hétten das gleiche Endkapital ergeben.
Probe:  2.000 - 1,0419538'% = 3.016, 58 €.

Entsprechend berechnet man Endkapitalien und konstante Zinssétze bei
mehreren wechselnden Zinssétzen.

Beispiel 2.6. 1.000< liegen 1 Jahr zu 5% auf einer Bank,
danach 2 Jahre zu 6 %
danach 1 Jahr zu 7%
danach 4 Jahre zu 9 %
danach 2 Jahre zu 6 %
danach 1 Jahr zu 4 %

Es gibt zwei typische Fragen, die man hier stellen kann:
a) Wie hoch ist das Endkapital?

b) Wie hoch hatte ein konstanter Zinssatz sein missen, der dasselbe Endkapital
in derselben Zeit erbracht hatte?
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Ldsung:
a)
n=1+2+1+4+2+1=11,
K1 =1.000-1,05-1,06%-1,07-1,09* - 1,062 - 1,04
= 2.082,26 €.
b)
K,
n:11, 1= ey Fo—l,

i= %/1,05-1,062-1,07-1,09%-1,062-1,04 —1,
i=0,068951 ~ 6,9%.

Probe: 1.000 - 1,068951'! = 2.082, 26 €.

Anmerkung 2.2. Das geometrische Mittel aus n positiven Zahlen aq, as, ..., a,
lautet

Qg = 3/G1-Q2 " ... Gp .
Betrachten wir wechselnde Zinssétze i, s, ...,, SO gilt flr den konstanten
aquivalenten Zinssatz i:

14i= /(A +i) 1 +1d) ...(1+1n).
1 + 4 ist das geometrische Mittel aus den einzelnen Aufzinsungsfaktoren

141, 1+4idz, ... 1 4ip.

2.4 Gemischte Verzinsung

1.000 € werden 3 Jahre und 4 Monate bei einem Jahreszins von 5 % verzinst mit
Zinseszins. Nach 3 Jahren sind die 1.000 € auf

K3 =1.000-1,05% = 1.157,63€

angewachsen. Werden die restlichen 4 Monate auch mit Zinseszinsen gerechnet,
so ergibt sich:
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K, =1.000-1,05° - 1,05% =1.176,61 €,

4 .
da 4 Monate = - Jahre sind.
Bei der gemischten Verzinsung wird jedoch das angebrochene Jahr einfach ver-
zinst: A
K, =1.000- 1,053 (1 +0,05 - 12) =1.176,92 €.

Die Differenz betragt 0,31 €.

Bei der gemischten Verzinsung werden ganze Zinsperioden mit Zinseszins ver-
zinst und echte Bruchteile der Zinsperioden werden einfach verzinst:
N = ganze Vielfache einer Zinsperiode

t = echter Bruchteil einer Zinsperiode
n =N+t
dann ist:

Endkapital bei gemischter Verzinsung:

K, = Ko(1+ )N (1 +it)
0<t<1 (2.5)

Beispiel 2.7. 4.000 € werden 6 Jahre und 5 Monate mit 7 % verzinst. Wie hoch
ist das Endkapital?

Ldsung:
K, =Ko(1+i)N(1+i-t)

mit Ko = 4.000€, N =6,t = % und i =0,07.

5
Also K,, = 4.000 - 1,07° (1 +0,07 - ﬁ) =6.178,01 €.

Oft kapitalisiert die Bank Zinsen am Jahresende. Die Zinsen werden also jeweils
am Jahresende dem vorhandenen Kapital zugeschlagen. Das hat (zum Vorteil der
Bank) folgende Konsequenz:
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Wird Kapital wahrend eines Jahres angelegt und wahrend eines spateren Jahres
abgehoben, so werden bei der gemischten Verzinsung angebrochene Jahre ein-
fach verzinst und ganze Jahre mit Zinseszins verzinst. Entsprechendes gilt fur
jede andere Zinsperiode.
t1 = echter Bruchteil der ersten Zinsperiode. Wahrend dieses
Bruchteils wird einfach verzinst.
N = ganze Vielfache der Zinsperioden, wahrend derer mit
Zinseszins verzinst wird.
to = echter Bruchteil der letzten Zinsperiode. Wéhrend dieses
Bruchteils wird einfach verzinst.
n =t + N +t2

Endkapital bei gemischter Verzinsung:

K,=Ko(1+i-t))1+9)V(1+i-t)
0 <t1<1; 0<t, <1 (2.6)

Fur die Zinsrechnung gilt:

Jeder Monat hat 30 Tage
Das Jahr hat 360 Tage.

Beispiel 2.8. Auf welchen Betrag wachst ein Kapital von 2.000€ an, das bei
8 % Jahreszins vom 10.5.2004 bis zum 15.3.2012 angelegt wird?
L6sung:
10.5.2004 bis 31.12.2004 ... 230 Tage mit einfacher Verzinsung
1.01.2005 bis 31.12.2011...7 Jahre mit Verzinsung mit Zinseszins
1.01.2012 bis 15.03.2012.. .. 75 Tage mit einfacher Verzinsung. Also
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K, =Ko(1+i-t))(1+9)N(1+1i-t2)
230 75
=2.000-(1+0,08---—)-1,08"- (140,08 —
(140,08 o5) - 1, (+, 360>
= 3.662,89€

Lost man die Formeln zur gemischten Verzinsung von S. 18 und S. 19 nach K
auf, so erhalt man die zur gemischten Verzinsung gehérenden Barwertformeln.

2.5 Unterjahrliche Verzinsung

1.000€ werden bei einem Jahreszinssatz von 6 % angelegt. Nach einem Jahr
ergibt sich:
K; =1.000-1,06 = 1.060,00€.

Werden jedoch die Zinsen jedes Vierteljahr dem Kapital gutgeschrieben und mit-
verzinst, so ergibt sich ein héheres Endkapital.

. . 1 . .
Jedes Vierteljahr werden 1 -6 % = 1,5 % Zinsen dem Kapital zugeschlagen und
mitverzinst.

Wir erhalten deshalb nach einem Jahr bei vierteljahrlicher \erzinsung:

K1.4=1.000-1,015" = 1.061, 36 €.

Die Differenz betragt 1,36 €. In diesem Fall ist 6 % der nominelle Zinssatz.
Wir definieren den relativen Zinssatz oder auch unterjéhrlichen Zinssatz
durch

Unterjahrlicher Zinssatz:

el = — (2.7)
m
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In diesem Zusammenhang heilit : nomineller Zinssatz oder auch
nomineller Jahreszinssatz. m ist die Anzahl der Jahresabschnitte.
Nach jedem Jahresabschnitt erfolgt die Zinsgutschrift.

Wird ein Kapital bei dem nominellen Jahreszins ¢ unterjéhrlich m-mal verzinst,
so erhalten wir nach einem Jahr:

k= K%m = Ko(1 + irel)™

Besteht die Laufzeit nicht aus m, sondern aus ! Jahresabschnitten, so erhalten
wir flr das Endkapital:

Endkapital bei unterjahrlicher Verzinsung:

0 l
K. = K, <1 + i) (2.8)
m m

Betragt die Laufzeit n Jahre, so wird n - m-mal verzinst (I = n - m):

Komn = K0<1 + i)
m m

¢+ = nomineller Jahreszinssatz
m = Anzahl der Zinsperioden pro Jahr
n = Anzahl Jahre

Musterbeispiel:

Der nominelle ZinsfulR sei 12 %. K, sei 1.000€. Wie hoch ist das Endkapital
nach einem Jahr?

1) Jéhrliche Verzinsung:

K, =1.000-1,12 =1.120,00 €.
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2) halbjéhrliche Verzinsung:

Klsz:Ko(Hi) ,
m m
Ko=1.000€, m=2, i=0,12;

0,12
2

2
2 = 1.000 - <1 + > =1.123,60€.

3) vierteljahrliche Verzinsung, m = 4:

0,12
K )

4
= 1.000 - (1 + ) =1.000-1,03% = 1.125,51 €.

IS

4) monatliche Verzinsung, m = 12:

0,12
12
K12 =1.000-1,01'2 =1.126,83 €.

12

=0,01;

irel -

5) tagliche Verzinsung, m = 360:

0,12
K360 = 1.000 - <1+ !
360

360

360
) =1.127,47€.

Man konnte die Verzinsung jede Sekunde mit dem zugehérigen relativen Zins-
ful vornehmen, ja man kann ununterbrochen verzinsen, indem man m gegen

R . 1 R .
unendlich gehen und i,.; = — gegen Null konvergieren lasst.
m

Wir erhalten so:
n-m

lim Kme = lim Ko(1+ —)
m

m—00 m m— 00

= K, ( lim (14 ’)’”)
m— oo m
= Kype'™; e = 2,71828. .. die Eulersche Zahl

Hierflr benutzt man die mathematische Tatsache, dass der Grenzwert (lim) in
der letzten Klammer gerade e’ ergibt. Wer damit nicht vertraut ist, mége dies an
dieser Stelle einfach glauben oder solche Fakten gelegentlich nachlernen.



2.5 Unterjéhrliche Verzinsung 23

Endkapital bei stetiger Verzinsung:

K, = Kye'™ (2.9)

Wir bleiben beim letzten Beispiel und sehen uns dieses fur den Fall stetiger
\erzinsung an.

\origes Beispiel mit stetiger Verzinsung:

Ko =1.000€, n = 1 Jahr, p=12%
bei stetiger Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr:

Ki = Kype! =1.000-e%'?2 =1.127,50€.

Im folgenden Beispiel ist die Laufzeit kein ganzes Vielfaches von Jahren.

Beispiel 2.9. Aufwelchen Betrag wachsen 5.000 € bei einem Jahreszinssatz von
6% in 5 + 1/4 Jahren an,

a) bei gemischter Verzinsung?
b) bei monatlicher Zinsgutschrift?
Ldsung:
K, =Ko(1+i)"(1+i-t);
1
Ky, =5000€, i=0,06, N=5, t= 1

1
1
K5 95 = 5.000 - 1,065 -1 140,06 - 4> =6.791,49€.
0,06 1
b =12 el = : =Y =3 3
) m , Trel 15 0,005 2%

5,25 Jahre = (60 + 3) Monate, [ = 63 ,

A

Jun
Sl

. l
= K, <1 + %) =5.000 - 1,005% = 6.845,92 €.
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Es sei nun ein nomineller JahreszinsfuR + gegeben. Wird m-mal unterjéhrlich
verzinst, so erhalten wir nach einem Jahr das Kapital

Km = K0<1 + i)
m m

Das Endkapital K= ist groRer als das Endkapital, das man bei einmaliger Ver-
zinsung mit ¢ erhalt:

Es gilt
K, = Ko(l +i) < K%

Der zum unterjahrlichen Zinssatz i,, konforme Jahreszinssatz, ist derjenige
Zinssatz, der bei jahrlicher Verzinsung zum selben Endkapital fuhrt, wie die
unterjahrliche Verzinsung mit i,.

Dieser zu i, aquivalente Jahreszins wird konformer effektiver Jahreszins
oder auch kirzer effektiver Zinssatz genannt und mit i.¢ bzw. peg bezeichnet,

wobei
_ Deft

© 100

Z.eff

Wir kénnen i.g berechnen:
1 = nomineller Jahreszins und

m = Anzahl Jahresabschnitte.

Es muss dann gelten:

m

i\" 1
K% :KO(]._"ieff); KO <1+E> :K0(1+ieff); <1+E> - 1+ieff.

Somit:

Effektiver Zinssatz:

ot = <1 + %) 1 (2.10)

Beispiel 2.10. Ein Kapital ist mit einem nominellen Jahreszinssatz von 8 % an-
gelegt. Die Zinsen werden nach jedem Vierteljahr gutgeschrieben. Wie hoch ist
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der effektive Jahreszinssatz?
ot = <1+Z> 1, i=0,08, m=4
m
0,08\"
foff = <1 + T) —1=1,02" —1=0,0824321 ~ 0,0824 = 8,24 % :

v =0,08 < e -

Anmerkung 2.3. Aus der in der Mathematik bekannten Bernoulli-Ungleichung
(1+h)">1+nh folgtmith = L (1+i> >1+me = 141,
m m m
somit:

. m
ieﬁ_(Hi) —1>14i—1=4, dh i >i.
m

. m
loff = (1 + i) — 1 heif’t auch effektiver Jahreszinssatz.
m

Der effektive Jahreszinssatz ist derjenige Jahreszinssatz, der zum selben Endka-

pital fuhrt wie die unterjéhrliche Verzinsung mit i, = i, wobei 7 der nomi-

m
nelle Jahreszinssatz ist. Falls verschiedene Verzinsungsarten zum gleichen End-
kapital flhren, sind diese Verzinsungsarten aquivalent.

Zum Beispiel sind unterjéhrliche Verzinsung mit ..; und jahrliche Verzinsung
mit i.g aquivalent.

Unterjahrliche Verzinsung mit i,; und jahrliche Verzinsung mit dem nominellen
Jahreszinssatz 7 sind nicht &quivalent.

Beispieltabelle:

. . 1 .. ..
nomineller Jahreszins 6% Z-]éhrllch 6,14 %
Verzinsung erfolgt tog %0 monatlich 6,17 %
jahrlich 6,00 % taglich 6,18 %

%- jahrlich 6,09 % stetig 6,18 %
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Nun sei ein Jahreszinssatz i gegeben. Es soll unterjahrlich verzinst werden und
zwar so, dass die unterjahrliche Verzinsung zum effektiven Jahreszinssatz 4
fuhrt. Es ist also der zum Jahreszinssatz &quivalente unterjahrliche Zinssatz ge-
fragt. Fur &quivalenten Zinssatz sagt man auch konformer Zinssatz.

Wir definieren wie folgt:

Es sei 4 der Jahreszinssatz. Es werde unterjéhrlich mit m Zinsperioden verzinst.
Derjenige unterjahrliche Zinssatz, der auf das Jahr bezogen den Jahreszinssatz i
ergibt, heilst der zum Jahreszinssatz ¢ konforme unterjahrliche Zinssatz iyys.

Wir kdnnen iyn¢ berechnen:

K0(1+ikonf)7n - KO(]-+Z) ) (1+ikonf)m == 1+Zv 1+ikonf =% ]-+Z .

Konformer unterjéhrlicher Zinssatz:

font = VI+i—1 (2.11)

Beispiel 2.11. Ein Kapital wird mit dem Jahreszinssatz von 9% verzinst. Die
Zinsgutschrift erfolgt jeweils am Ende eines jeden Monats auf das vorhandene
Kapital.

Wie groB muss der monatliche Zinsful? sein, damit auf das Jahr bezogen der
Jahreszinssatz von 9 % eingehalten wird?

Losung: m =12, ¢ = 0,09

ikonf = /1,09 —1=0,0072073...

9
ikonf = 0, 721 %; <ire1 = 1;? == 0, 75 %>
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Anmerkung 2.4. Mit der Bernoulli-Ungleichung gilt:
i i\ i
1+i:1+m—<<1+—> Vi+i<l+ —,
m m m
. . . { .
Tkonf = V1+Z—1<E:Zrel

Das folgende Beispiel erldutert noch einmal die Begriffe:
i = nomineller Jahreszins
tog = effektiver Jahreszins und
ixont = Konformer, unterjahrlicher Zins

Beispiel 2.12. Der (nominelle) Jahreszinssatz ist 8 %. 10.000 € werden ein Jahr
verzinst. Die Zinsgutschrift erfolgt vierteljahrlich.

a) Wie groB ist der relative, unterjahrliche Zinssatz?

b) Wie grof ist der effektive Jahreszinssatz bei vierteljahrlicher Verzinsung mit
dem relativen Zinssatz?

¢) Wie groB ist der zum Jahreszinssatz von 8 % konforme vierteljéhrliche Zins-
satz?

Wie hoch ist das Kapital nach einem Jahr bei

d) vierteljahrlicher \erzinsung mit dem relativen, vierteljahrlichen Zinssatz?
e) vierteljahrlicher Verzinsung mit dem konformen, vierteljahrlichen Zinssatz?

Ldsung:
Ky =10.000€, 1=20,08, m = 4.
] 0,08
8) ol = — = 2 = 0,02 =2%.
m 4
b)ieﬂ;:(1+i> —1=1,02*—-1=0,0824 ...=8,24%.
m

C) ikont = V1+i—1=1:/1,08—1=0,0194...=1,94%.
d) K. = K, (1 + z) =10.000 - 1,02* = 10.824,32 €.
4 m

e) K1 = Ko(1 + dkont)™ = 10.000 - 1, 0194265% = 10.800,00 €.
10.800,00 € hatten sich auch bei jahrlicher Verzinsung mit 8 % ergeben.



28 2 \erzinsung von Kapital

Zur Verdeutlichung noch einmal eine Tabelle als Beispiel:

\erzinsung Tkont N% 410 IN%
jahrlich 12,00%  12,00%
1/2-jéahrlich 5,83 % 6,00 %
monatlich 0,95% 1,00 %

Anmerkung 2.5. Unterjahrliche Verzinsung flhrt bei einfacher Verzinsung zu
keinem hoheren effektiven Jahreszinsful? als dem nominellen Jahreszinsful3:
jéhrliche einfache Verzinsung: K; = Ko(1 +1),

unterjahrliche einfache Verzinsung:

Ko =K, <1+mi> = Ko(1+1) = K.
m m

Fazit: Somit fallen bei einfacher Verzinsung die Begriffe i und i.g einerseits
und 7,¢; Und txons andererseits zusammen.

2.6 Fachworter Deutsch-Englisch

Anfangskapital initial capital, initial amount
Endkapital balance, future value
Barwert present value

Zins, Zinsperiode interest, interest period
Zinssatz interest rate

einfache Verzinsung simple interest

Abzinsen, aufzinsen discounting, compounding
Schuld debt

jahrlicher Zinssatz interest as an annual rate
Zinseszins compound interest
wechselnde Zinssatze changing interest rates
gemischte Verzinsung mixed interest
unterjahrliche Verzinsung non-annual interest

vierteljahrliche Verzinsung interest payed quarterly
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stetige \Verzinsung continuous compounding

nomineller, effektiver Jahreszins nominal resp. effective annual
interest rate

konformer unterjahrlicher Zinssatz conform annualized percentage
rate

Laufzeit duration

2.7 Typische Aufgaben zur Verzinsung

Hier nun zur Einlibung des Stoffs eine Reihe von ganz typischen Aufgaben zur
Verzinsung. Sie kénnen die Aufgaben auch als Musterbeispiele nehmen, wenn
Sie einmal eine Frage zur Verzinsung eigenen Geldes haben, und nach dem Auf-
finden der spezifischen Aufgabe, die zu Ihrer Frage passt, dort einfach ihre eige-
nen Zahlen einsetzen und mit der Lésung Ihr Frage beantworten.

Versuchen Sie, die Aufgaben erst einmal selbsténdig zu I6sen. Kontrollieren Sie
erst dann lhren Erfolg, indem Sie Ihre eigenen Rechnungen mit den Lésungen
der Aufgaben im Anhang vergleichen.

Aufgaben, haufige Fragestellungen zur Verzinsung

1. 10.000<€ werden 10 Jahre lang mit 6,25 % angelegt. Wie hoch ist das Endka-
pital?
a) bei einfacher Verzinsung?
b) mit Zinseszinsen?

2. Jemand erhélt in 7 Jahren 7.000 €. Wie hoch ist der Barwert

a) bei 3%?
b) bei 12 %?

3. Ein Schuldner bietet zwei Mdglichkeiten der Riickzahlung an.
Madglichkeit A: Er zahlt 3.000 € in 2 Jahren.
Moglichkeit B: Er zahlt 4.000 € in 5 Jahren.
Welche Mdglichkeit ist fiir den Geldgeber besser ?

a) bei 5%?
b) bei 12 %?
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4.

10.

2 \erzinsung von Kapital

Ldsen Sie:

a) 12.000<€ waren 15 Jahre lang mit Zins und Zinseszinsen angelegt. Das
Endkapital betrug 32.532,93 €. Wie hoch war der Zinssatz?

b) Ein Kapital hat sich mit Zinseszinsen in 11 Jahren verdoppelt. Wie hoch
war der Zinssatz?

. 5.000 € sind bei 6 % mit Zinseszinsen auf 10.061 € angewachsen.

Wieviele Jahre war das Geld angelegt?

. Nach wievielen Jahren verdoppelt sich ein Kapital bei 5%, 6 % bzw. 10 %

a) bei einfacher Verzinsung?
b) mit Zinseszinsen?

. Ein Kapital wird mit Zinseszinsen 3 Jahre zu 8 % und danach 2 Jahre zu 6 %

angelegt.

a) Das Anfangskapital sei 1.000<€. Wie hoch ist das Endkapital?
b) Wie hoch ist der effektive Jahreszins (= derjenige Zinssatz, der zum glei-
chen Endkapital fihrt)?

. 5.000 Dollar sind nach 7 Jahren mit Zinseszinsen auf 7.643 Dollar ange-

wachsen. Wie hoch ist der Zinssatz?

. 1.000 € werden mit einem nominellen Jahreszins von 15% verzinst. Wie

hoch ist das Endkapital?

a) nach 1 Jahr bei monatlicher Verzinsung?

b) nach 2 Jahren bei taglicher Verzinsung?

¢) nach 3 Monaten bei monatlicher Verzinsung?

d) nach 3 Monaten bei jahrlicher Verzinsung?

e) nach 3 Monaten bei taglicher Verzinsung?

f) nach 2 Jahren und 4 Monaten bei monatlicher Verzinsung?
g) nach 2 Jahren und 4 Monaten bei taglicher Verzinsung?

h) nach 2 Jahren und 4 Monaten bei jahrlicher Verzinsung?

Fir den nominellen Jahreszins von 3%, 7 %, 11 %, und 20 % berechne man
jeweils den Effektivzins.

a) bei monatlicher \erzinsung
b) bei taglicher Verzinsung



2.7 Typische Aufgaben zur Verzinsung 31

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Jemand hat 2 Mdglichkeiten, 5 Jahre lang Kapital mit Zins und Zinseszins
anzulegen:

a) Der Jahreszins betragt im ersten Jahr 4 %, im zweiten Jahr 5%, im dritten
Jahr 6 % und im vierten und flinften Jahr jeweils 7 %.

b) Der nominelle Jahreszins ist fiir alle 5 Jahre 6 % bei monatlicher Zinsgut-
schrift.

Berechnen Sie den effektiven Jahreszins (Effektivzins) fiir a) und b) .

Ein Kapital, das mit Zins und Zinseszins angelegt war, hat sich nach 11 Jahren
verdreifacht. Wie hoch war der Jahreszins?

10.000 € liegen vom 20.7.2003 bis zum 16.9.2015 bei 8,5 % Jahreszins auf
der Bank. Wie hoch ist das Endkapital, bei Kapitalisierung der Zinsen jeweils
am Jahresende?

Ein Kapital von 100.000 € wird bei einem Jahreszinssaz von 8 % vierteljahr-
lich verzinst. Man schreibe die vier Endkapitalien fiir die ersten vier Viertel-
jahre auf.

a) bei Anwendung des relativen Zinssatzes
b) bei Anwendung des konformen Zinssatzes

Nach wievielen Jahren sind bei 5% Jahreszins 2.000 € auf 2.552,57 € ange-
wachsen?

Ein Kapital hat sich bei 7,125 % Jahreszins mit Zinseszinsen verdoppelt. Wie
lange war es angelegt?

Jemand kaufte sich mit 100.000<€ in ein Unternehmen ein. Nach 8 Jahren
stieg er mit einer Abfindung von 162.417€ aus dem Unternehmen wieder
aus. Wie hoch war der effektive Jahreszins?

Gegeben ist der nominelle Jahreszinsfull von 12 %. Man berechne bei monat-
licher Zinsgutschrift

a) den relativen Zinssatz
b) den zu i, = 12 % konformen, unterjéhrlichen Zinssatz
c¢) den effektiven Jahreszinssatz






Kapitel 3
Rentenrechnung

Renten sind in gleichen Zeitabstanden wiederkehrende Zahlungen. Erfolgen die
Zahlungen immer zu Beginn eines Zeitabschnitts, so handelt es sich um eine vor-
schissige Rente. Erfolgen die Zahlungen immer am Ende eines Zeitabschnitts,
so handelt es sich um eine nachschiissige Rente.

Es sei 7 der Zinssatz fur den Zeitabschnitt zwischen zwei Rentenzahlungen. Wir
gehen von Verzinsung mit Zinseszins aus.

Wir definieren:

g=1+1
r = konstanter Zahlungsbetrag pro Zeitabschnitt.

3.1 Nachschussige Rente

S, = Endwert einer n-mal nachschissig gezahlten Rente
5,1 = Endwert einer n-mal nachschissig gezahlten Rente von
jeweils 1 Wéhrungseinheit (r = 1; z.B. 1€)

Bemerkung:

5,7 Wird nachschussiger Rentenendwertfaktor genannt.
Wir berechnen nun S;, und s,,1:
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Es gilt:

Sp=r+rq+re®+ ... +r¢" P +rd" F+rg" =1

(' siehe geometrische Reihe S. 9)
Setzen wir r = 1, so erhalten wir:

Beispiele:

1. Jemand zahlt 12 Jahre lang am Ende jeden Jahres 1.000 € bei einer Bank ein.
Er erhélt pro Jahr 7% Zins mit Zinseszins. Wie hoch ist der gesparte Betrag
am Ende des 12. Jahres?
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r = 1.000; nachschissig; i =0,07; ¢q=1,07; n=12.
1,072 —1

S12 = 1.000 - 5197 = 17.888,45€

2. Der nominelle Jahreszins sei 6% . Am Ende eines jeden Monats werden

. . 1
100 € gezahlt. Wie hoch ist der Endwert aller Zahlungen nach 3 + 3 Jah-
ren bei monatlicher Verzinsung?

nachschiissig:

0,06

vt = —5- = 0,005 r =100
¢ =144q=1,005 n=3-12+6=42
1,0054% —1
Spo=1- =100 ——— =4.660,65€
12 =TSz 1,005 — 1 ’
3.2 Vorschussige Rente
S, =  Endwert einer n-mal vorschiissig gezahlten Rente
£ =  Endwert einer n-mal vorschiissig gezahlten Rente
von jeweils 1 Wahrungseinheit

(r=1;zB.1€).

Bemerkung:

5,1 wird vorschussiger Rentenendwertfaktor genannt.

Wir berechnen nun S,, und 1
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0 1 2 3 n—-3 n—2 n—1 n
\ | | | | | | |
T r T T T r T —rq

\—b rq2

Nun gilt:
S, =rqg+ri+ ... +rq"
" —1

=rq(l+q+...+¢" V) =rq-

(siehe geometrische Reihe S. 6)
Wir setzen r = 1 und erhalten:

. ¢" -1 4 .
Sn]:qq_l; Sn:rs'rﬂ

Musterbeispiele:

1. Jemand zahlt 12 Jahre lang am Anfang jeden Jahres 1.000 <€ bei einer Bank
ein. Er erhélt einen Jahreszins von 7 %. Wie hoch ist der gesparte Betrag am
Ende des 12. Jahres?
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LGsung:
Die Zahlungen geschehen vorschissig.

n =12 q=1+:=1,07 r =1.000
. " —1 1,072 —1

= =1,01———— = 19,140643
512] Qq_l ) 1707_1 )

Sy =1 - §197 = 1.000 - 19, 140643 = 19.140, 64 €

2. Am Anfang eines jeden Monats zahlt jemand 100 € ein. Der nominelle Jah-
reszinssatz sei 6 %. Die Zinsen werden monatlich gutgeschrieben. Wie hoch

. 1
ist der Endwert aller Zahlungen nach 3 + 5 Jahren?

Ldsung:
vorschiissig r =100 fre]l = 0’136 = 0,005
q =141 =1,005 n=3-1246 =42
Sn - qq;__ll
Syo = 100 - 1,0051’1’033% =4.683,96 €
Definitionen:

B,, = Barwert einer n-mal nachschiissig gezahlten Rente

B,, = Barwert einer n-mal vorschissig gezahlten Rente

a, = Barwert einer n-mal nachschiissig gezahlten Rente von 1 Geld-
einheit (r =1;z.B. 1€)

dn) = Barwert einer n-mal vorschUssig gezahlten Rente von 1 Geld-
einheit (r =1;z.B. 1€)
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Abzinsen ergibt:

S, 1 ¢"—1
Bn:TZT.T' 71
q - q
. S, 1 n_1

Bn:—:’r-—~qq
qr g T qg—1

ay) heiBt nachschlssiger Rentenbarwertfaktor.

dn heiBt vorschissiger Rentenbarwertfaktor.

Die Werte fir a,,) und d,, erhalten wir, indem wir in den Formeln fir B,, und
B,, flir r = 1 setzen:

1gn—1

Fa=T  Be=raw

an] =

Das entsprechende vorschiissige Formulatorium lautet:

Musterbeispiele:

1. Es werden 10 Jahre lang jedes Jahr 1.000 € eingezahlt bei 6 % Zinsen.
Wie hoch ist der Barwert aller Zahlungen?

a) bei Zahlung am Beginn eines jeden Jahres?
b) bei Zahlung am Ende eines jeden Jahres?
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LGsung:

a) vorschiissig

n =10 i=0,06 ¢=1,06

. 1 ¢—1
an] = .
”] qnfl q— 1
Bn =1y r = 1.000
. 1 1,06 —1
Bio = 1.000 - gt = 7.801,69€
10 1,069 1,06 —1 ’
b) nachschissig
1 ¢—1 1 ¢ —1
arﬂ:—'q Bn:r-a,ﬂ:r-—-q
" q-1 " " q-1
1 1,060 —1
Bip = 1.000 ’ = 7.360,09€

1,060 1,06 — 1

2. Jemand soll 18 Jahre lang zu Beginn jeden Vierteljahres 1.500 € bezahlen.
Der nominelle Jahreszinssatz ist 4 %. Dieser Jemand will die Zahlungsver-
pflichtung sofort ablésen. Wie hoch ist der Ablésungsbetrag?

Losung: vorschissig

n =18-4="72

0,04
irel = ’4 =0,01 g=1,01 r = 1.500

. 1 1,017 —1
By, = iy = 1.500 - 2
" an] 1,017 " 1,01 -1

(1.500 - 72 = 108.000€)

=77.492,84€

Die Rentenformeln enthalten 4 GroRen:

n,q,r,S,(Sy) bzw. n,q,r, B,(B,)

Man kann nun 3 der 4 GroRen angeben und nach der 4. GroRe fragen. Man
erhalt sie durch Einsetzen der bekannten Grof3en in diejenige Formel, in der alle
4 vorkommen. Wir sehen uns ein paar Beispiele dazu an.
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Beispiel 3.1. Welchen Betrag muss man jeweils am Jahresende sparen, um nach
10 Jahren 10.000 € zu haben?

a) bei 5% Zins?
b) bei 10% Zins?

L6sung:

nachschiissig

n =10

S, = 10.000 Sn =7T8p7.
Gesucht ist 7.

b)

Sh Sh -

t=0,05 g=1,05
0,05

q—1
= S1p——— = 10.000 -

0,1

Man kann auch nach n = Anzahl der Rentenzahlungen fragen.

Fur die Antwort braucht man wieder den natiirlichen Logarithmus, den wir mit
log(z) bezeichnen (vgl. S. 13). log(x) ist somit der Logarithmus zur Basis e =
2,71828 . ... Oft wird der naturliche Logarithmus auch mit In(x) bezeichnet.

A) nachschissige Rente:

Sn‘| =

qn_l
-1

qn —-1= (q - 1)87[\

¢"=14(qg—1)s,;; nlogg=1log(1+(qg—1)s,7)

Laufzeit nachschuissiger Rente:

. log(1+ (¢ —1)s,) (3.1)
log g
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1 g — n_1
QAn) _q_n qg—1 ’ (q_l)a’rﬂ = q"
1 1

7 =1-(qg—1Dan; log(q—n

log(1) —log(q") = log(1 — (¢ — 1)an);

—nlog(q) =log(1 — (¢ — 1)an);
_10g (1 - (q - 1)an]) .
log ¢

) =log (1 (¢ —1)an)

_IOg(l - (q - 1)an])

log(q)
B) vorschiissige Rente:
. " -1, g—1 .
Sn_l:q'Q71’ 'S,n'lzqn—l

-1 .
qnzl"f'qT'Sn]

-1
nlog(q) = log(1 + qT “5p7)

Laufzeit vorschissiger Rente:

3 log(1 + qT_l “3n1)

n =
log(q)
1 q" —1
Ay = .
n] qnfl q— 1

an) _ 1 ¢" =1 _

(3.2)
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Musterbeispiele:

Priifen Sie bei den folgenden Fragestellungen zunéachst, welche der Formeln Sie

zur Beantwortung verwenden miissen.

1. Jemand mdchte auf legale Weise einer Million € habhaft werden.
Er kann am Ende jeden Jahres 12.000 € sparen. Er rechnet mit einer Verzin-

sung von 7 %. In wieviel Jahren ist er Millionar?

Ldsung:
S, = 1.000.000; r =12.000; :=0,07; ¢=1,07;
Sn
Sp =71- n] s n] — T
T 8p) Sn] ,
1.000.000
log(1 —1)s,
= og(1+ (g = L)sm) = 28,40 Jahre
log(q)

Wie ist das angebrochene Jahr zu deuten?
Nach 28 Jahren hat er gespart:

1,078 —1
Sag = 12.000 - ———— = 968.372,29€
28 0, 07 ’
Nach 29 Jahren hat er gespart:
1,07%° —1
So9 = 12.000 - ————— = 1.048.158,35€

0,07
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2. Wie oft kann man 1.000 € pro Jahr aus 10.000 € bei 8 % Zinsen zahlen?

a) Zahlung am Beginn jedes Jahres
b) Zahlung am Ende jedes Jahres

Losung:
1=20,08, q=1,08, r=1.000
a) Bn = r‘én];
. B, 10.000
B,, =10.000, ap] = — = =10
@l =TT T 1000
—log(1 — L tiin) log(1 — 5 - 10)
n = = —
log(q) log(1,08)
= 17, 54 Jahre
b) nachschissig
B,, = 10.000
B, 10.000
Bn =r1-ay, ap) = — = =10
r 1.000
_ lOg(l - (q - 1)an'\)
log(q)
~ log(1-10,08-10)
log(1,08)
1
= —M = 20,91 Jahre
log(1,08)

3. Jemand kann am Anfang jeden Monats 250 € sparen. Er will 100.000 € spa-
ren. Er kann seine Ersparnisse zu einem nominellen Jahreszins von 6 % anle-
gen. Die Zinsgutschrift erfolgt monatlich.

Wieviele Monate muss er sparen?
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Ldsung:

vorschissig

, . 0,06

1 =0,06 zrel—T_O,OOE’)

q=1,005 r = 250 S, = 100.000

. S, 100.000

S, =78, §p = & = =400
ol ST 250

. log(1 + q%llén]) ~ log(1+ %400)
-~ log(q) ~ log(1,005)
=18 Jahre und 3,6 Monate

= 219, 6 Monate

Man kann auch nach dem Zinssatz ¢ fragen. Gleichungen der Art:

n—1 1+2)"—1
el 1 :( +Z? = const .
q— )

lassen sich nicht nach ¢ bzw. 7 auflésen.
Wir suchen die Lésung durch Probieren.

Beispiel 3.2. Jemand hat 10 Jahre lang am Ende jeden Jahres 500 € gespart und

mit Zins und Zinseszinsen angelegt. Nach 10 Jahren waren auf dem Sparkonto
6.908,22 € . Wie hoch war der Zinssatz?

L6sung:

r = 500 S10 = 6.908, 22

nachschlssig:  Sio = 7 - 5107

~ Sio 6.908,22
Slo'l == T = W = 13,81644
10 _ 1
5101 = q—1
. . g% —1 L. .
Die Gleichung = 13,81644 ist nicht nach ¢ auflésbar. Daher probiert

man:
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p 510]
9%... 15,2
8%-... 14,5
T%... 13, 816448 <
6%... 13,2

Der Zinssatz betrug 7 %

3.3 Das Aquivalenzprinzip

Eine Zahlungsfolge ist eine Folge von Zahlungen, die verschieden sein kdnnen,
und die zu verschiedenen Zeitpunkten erfolgen.

Es gibt folgendes Aquivalenzprinzip:

Zwei Zahlungsfolgen sind &quivalent, falls die Barwerte der beiden Zahlungsfol-
gen zu einem gemeinsamen Zeitpunkt gleich sind, z.B. Barwert aller Schulden
= Barwert aller Guthaben.

Mit Hilfe des Aquivalenzprinzips kann man zusammengesetzte und komplizierte
Aufgaben I8sen. Wir sehen uns natirlich wieder Beispiele dazu an:

Musterbeispiele:

1) Jemand zahlt 10 Jahre lang am Ende jeden Jahres 500 € auf ein Konto ein.
Welchen Betrag kann er 12 Jahre lang jedes Jahr abheben, wenn die erste
Auszahlung 1 Jahr nach der letzten Einzahlung erfolgen soll? Der Jahres-
zinssatz ist 7 %.

Ldsung:

Zeitachse:

01 9 101112 2122
L1 I I L1

>

to
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Das Aquivalenzprinzip sagt:

Barwert der Einzahlungen zum Zeitpunkt ¢, = Barwert der Auszahlungen
zum Zeitpunkt ¢o. Alle Ein- und Auszahlungen sind nachschissig:

S0 = Bi2

1,070 — 1 1 1,072 -1
s00. 20— 1. L
1,07 -1 1,072 1,07 -1

r = Abhebungsbetrag:

1,070 1 0,07
=500-—— ~.1.07%2. 22—
" 0,07 ’ 1,072 — 1
1,0710 — 1
= L2 1072 =
500 g — 107
— 869,76€

2) Welcher Betrag muss jedes Vierteljahr, am 1.4.2005 beginnend, 120-mal
eingezahlt werden, damit aus dem angesammelten Guthaben 60-mal, am
1.7.2042 beginnend, vierteljahrlich 20.000<€ gezahlt werden kdnnen. Die
Zinsgutschrift erfolge vierteljahrlich bei einem nominellen Jahreszins von
8%.

L6sung:

Zinsperiode = 1/4 Jahr,

8
Prel = 21%22%7
q=1+1i=1,02

SRS

Wir betrachten wieder die Zeitachse.
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Zeitachse:
1.1. 1.4, 1.1. 1.1.14. 1.7.
05 05 35 42 42 42
| | >
120 28 1
0 120 148 149

x = gesuchter Einzahlungsbetrag.

Das Aquivalenzprinzip sagt:
Barwert aller Einzahlungen zum 1.1.05 = Barwert aller Auszahlungen zum
1.1.05:

1
X - a120] = 20.000 - aﬁm . q1—49

1 120 _ 1 1 ¢0—1 1
q q—1 q qg—1 ¢
120 _ q 60 _ 1 1
22 —20.000 - £ —
qg—1 -1 ¥
qsoi
z(¢"? — 1) = 20.000—;
q
B 1 ¢%0-1 1 1,0260 — 1
r = 20'000'@ e 20.000 - 02 1021 _ 1
=801, 80

Es missen jedes Vierteljahr 801,80 € einbezahlt werden.
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3.4 Fachworter Deutsch-Englisch

Rente annuity

vorschissige Rente annuity in advance
nachschiissige Rente annuity in arrears
Rentenbarwert present value of annuity
Rentenendwert future value of annuity
Aquivalenzprinzip equivalence principle

3.5 Typische Aufgaben zur Rentenrechnung

1) Jemand zahlt 1.000 € am Ende (am Anfang) eines jeden Jahres ein. Wie hoch
ist der ersparte Betrag bei 6,25 % Jahreszins mit Zinseszinsen am Ende des
10. Jahres?

2) Wie grol} ist der Barwert von 5 Jahresraten zu 1.000 € jeweils am Ende (An-
fang) des Jahres bei 6 %?

3) Jemand mdchte 15 Jahre lang sparen und nach 15 Jahren 120.000 € gespart
haben. Der nominelle Jahreszinssatz sei 6 %. Die Zinsgutschrift erfolgt mo-
natlich.

Welchen Betrag muss er

a) am Anfang jeden Monats sparen?
b) am Ende jeden Monats sparen ?

4) Jemand kann bei 7 % Jahreszins 2.000 € sparen. Er mdchte 20.000 € sparen.
Wie lange muss er sparen, falls er

a) die 2.000<€ am Anfang jeden Jahres spart?
b) die 2.000€ am Ende jeden Jahres spart?

5) Wie oft kann aus 70.236 € bei 7 % Jahreszins eine nachschiissige (vorschis-
sige) Jahresrente von 10.000 € gezahlt werden?

6) Jemand hat 10.000€ Schulden. Er kann nicht zahlen. Er soll 5 Jahre lang,
jeweils am Ende des Jahres, 2.500 € zahlen. Wie hoch sind die Zinsen?

7) Es sind zwei Sparpléane miteinander zu vergleichen. Bei beiden Planen wer-
den 7 Jahre lang, jeweils zu Beginn eines Jahres, 1.000 € eingezahlt.
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8)

9)

10)

11

~

12)

PlanA:  Am Ende eines jeden Jahres werden dem Konto 7,75% Zinsen
gutgeschrieben

PlanB:  Am Ende eines jeden der ersten 6 Jahre werden dem Konto 6 %
Zinsen gutgeschrieben, am Ende des 7. Jahres jedoch 14 %

Die Zinsen werden auf das jeweils vorhandene Guthaben gewéhrt, wobei die
\Verzinsung mit Zinseszins erfolgt.

Bestimmen Sie fiir beide Sparplane die Guthaben bei Ablauf! Welcher der
beiden Sparpléne ist der guinstigere?

Auf einem Konto soll innerhalb von 10 Jahren eine Summe von 70.000 €
angespart werden. Dazu wird in den ersten 5 Jahren am Anfang eines jeden
Vierteljahres ein gleichbleibender Betrag einbezahlt. Die restlichen 5 Jahre
wird keine Einzahlung getatigt.

Das Guthaben wird mit 8% nominellem Jahreszins bei vierteljahrlicher Zins-
gutschrift verzinst.

a) Wie hoch ist der in den ersten Jahren vierteljahrlich einzuzahlende Betrag?
b) Das Sparziel soll statt durch die oben geschilderte Art durch eine einmali-
ge Einzahlung zu Beginn der Ansparzeit erreicht werden.
Wie hoch ist dann der einzuzahlende Betrag?

Jemand zahlt am 1.1.2008 € 10.000 bei einer Bank auf ein Konto ein. Zu
Beginn eines jeden Jahres werden 2.000 € eingezahlt, und zwar erstmalig am
1.1.2009 und letztmalig am 1.1.2017.

Aulerdem werden zu Beginn eines jeden Jahres 5.000 € 6 mal hintereinander
abgehoben, und zwar erstmalig am 1.1.2018. Der jéhrliche Zinssatz ist 7 %.
Wie lautet der Kontostand am 1.1.2024?

Jemand zahlt am Ende jeden Jahres 1.000€ ein. Die ersten 6 Jahre betrégt
der Jahreszinssatz 5 %.

Danach betragt der Jahreszinssatz 8 %.

Wie hoch ist der mit Zinseszins angesammelte Betrag nach 10 Jahren?

Jemand zahlt am Anfang (Ende) jeden Jahres 1.000 € ein.
Der nominelle Jahreszinssatz betrégt 12 %.
Wie hoch ist die angesparte Summe nach 10 Jahren

a) bei jahrlicher Verzinsung?
b) bei monatlicher Verzinsung?

Ein Sparer zahlt zu Beginn eines jeden Monats € 52,— auf ein Konto, erstmals
am 1. Januar eines Jahres.
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13)

14)

3 Rentenrechnung

Am Ende eines jeden Kalenderjahres (d.h. am 31. Dezember) erfolge auf das
Konto eine Pramiengutschrift in Hohe von € 124,80.

Die Verzinsung des Guthabens auf dem Konto erfolge mit 6 % Jahreszins bei
monatlicher (nachschissiger) Zinsgutschrift. Wie grof? ist nach 10 Jahren das
gesamte Guthaben auf dem Konto?

Zu Beginn eines jeden Monats, erstmals am 1.1.2004, letztmals am 1.12.2013,
werden 200€ auf ein Sparkonto eingezahlt. Die Verzinsung des Guthabens
erfolge bei 6 % nominellem Jahreszins mit monatlicher Zinsgutschrift

a) Wie groB ist nach 10 Jahren das gesamte Guthaben auf dem Konto?

b) Welcher Betrag muss am 1.1.2014 zusétzlich eingezahlt werden, damit am
1.1.2016 das Guthaben auf dem Konto 40.000 € betrégt ?

¢) Aus dem am 1.1.2016 zur Verfligung stehenden Betrag von 40.000 € soll
viertelj&hrlich, erstmals am 1.4.2016, ein Betrag von 2.500€ ausgezahlt
werden. Wie oft kann dieser Betrag gezahlt werden, wenn die Verzinsung
des Guthabens wie oben angegeben weiterlauft?

Jemand hat eine Schuld von 100.000 € sofort zu zahlen. Er kann nicht. Statt-
dessen zahlt er die Schuld in 10 gleichhohen Jahresraten, beginnend am Ende
des ersten Jahres, ab. Die Verzinsung betrégt 6 %. Wie hoch ist die Jahresrate?



Kapitel 4
Tilgungsrechnung

Eine Schuld soll Gber mehrere Zinsperioden hinweg getilgt werden.

Definitionen:

n = Laufzeit = Anzahl der Zinsperioden bis die Schuld getilgt ist
Ry =  Anfangsschuld = Schuld, die getilgt werden soll

R,, = Restschuld am Ende der m-ten Zinsperiode

Zom, = Zinsen fir die m-te Zinsperiode

T =  Tilgungsrate (auch: Tilgung) der m-ten Zinsperiode

A, = Annuitit = Zahlung am Ende der m-ten Zinsperiode

Esist: A,, =T,, + Z,

Ist die Zinsperiode 1 Jahr, so ist:

= Laufzeit in Jahren

n

R,, = Restschuld nach m Jahren

Zom, = Zinsen fir das m-te Jahr

T =  Tilgungsrate des m-ten Jahres

A,, = Zahlungsbetrag am Ende des m-ten Jahres.

Wir behandeln zwei Tilgungsarten:

Ratentilgung und Annuitatentilgung.
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4.1 Ratentilgung

Bei der Ratentilgung erfolgt die Riickzahlung in gleichen Tilgungsraten:
Tm = Tv
d.h. bei der Ratentilgung wird nach jeder Zinsperiode der gleiche Betrag T ge-
tilgt.
Musterbeispiel:

Eine Schuld von 12.000 € soll bei einem Jahreszinssatz von 7 % mit einer jahr-
lichen Tilgungsrate von 1.000 € zuriickbezahlt werden.

Wir stellen den Tilgungsplan auf, d.h., flr jede Zinsperiode (in diesem Beispiel
ist die Zinsperiode = 1 Jahr) schreiben wir die GréRen Restschuld R,,,, Zinsen
Zm, Tilgungsrate T;,, und die Leistung A,, auf.

Tilgungsplan:
abgelaufenes
Jahr Restschuld ~ Zinsen  Tilgunsrate  Annuitét

0 12.000 0 O 0
1 11.000 840  1.000 1.840
2 10.000 770  1.000 1.770
3 9.000 700  1.000 1.700
4 8.000 630  1.000 1.630
5 7.000 560  1.000 1.560
6 6.000 490  1.000 1.490
7 5.000 420  1.000 1.420
8 4.000 350 1.000 1.350
9 3.000 280  1.000 1.280

10 2.000 210  1.000 1.210

11 1.000 140  1.000 1.140

12 0 70  1.000 1.070

Die Formeln flr die Ratentilgung ergeben sich wie folgt:

R
T="2.  Z/=Ry-i; Rn=Ry—mT;
n

somit bilden die R,,, eine arithmetische Folge mitd = —T.
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. . Ry

Weiter gilt: R,, = Ry — m1T = Ry —m— = Ry (1 — —) ,
n

Zm = Rm—l 1
—1
- R0<1—m )z — Roi— (m-1)- 2% — 2/~ (m-1)T ..
n n

Somit bilden die Z,,, eine arithmetische Folge mitd = -7 -¢.

Damit bilden die A,,, eine arithmetische Folge mitd = —T - .

. —1
Es ist: Am_T+Zm—RO+RO<1—m >z
n n

Wir haben damit alle GrdRen durch Ry, n, m und ¢ ausgedruckt:

Ratentilgung:

R
g = = 2
n

m

R = Ro(1-7)

1
Zon = Rin1 i Zm:RO<1—m >z

A =T +7. - Am:@HzO <1——_)i (4.1)
n n

Im letzten Beispiel gemaR Tilgungsplan: 12.000 € werden bei 7 % mit Ratentil-
gung in 12 Jahren getilgt.

n =12, Ry =12.000,

12.
Bo _ 12000 _ 1.000,  i=0,07
n 12
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Termin

m = 1:

Termin

m="7.

Termin

m=12:

4 Tilgungsrechnung

=
I

1
12.000 (1 — — ) = 11.000€
000( 12)

N
I

12.000 <1 — %) -0,07 =12.000 - 0,07 = 840€

12.000 0
Ay = 12. 1——)-0,07=1.840€
! g 12000 ( 12) ’

7 5
—12.000 (1 — — ) =12.000- — = 5.000€
Ry ooo( 12) 000 - -

Z7 =12.000 (1 — %) -0,07 =6.000 - 0,07 =420€
A7 =T + Z7; = 1.000 4+ 420 = 1.420€

12
=12. 1-—=)=0
Ry 000( 12)

11
Z12 = 12.000 (1 — E) -0,07 =1.000-0,07 =70
A2 =1.000 4+ 70 = 1.070
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Wieviel Zinsen wurden insgesamt bezahlt?

Z = insgesamt gezahlte Zinsen

Z=Z1+Zo+ ...+ 212

Die Zahlen Z,, bilden eine arithmetische Folge (siehe S. 2), daher:
Z = % (Zy+ Z,); somit: Z = 12—2 (840 + 70) = 5.460€
Wie hoch ist die Summe aller Jahresleistungen?

A+ As+ ...+ A
(Z1+T)+ (Zo+T)+ ... (Z12+T)
= (Zl+22+...212)+12-T

= 5.460 4+ 12.000 = 17.460 €

Summe

4.2 Annuitatentilgung

Bei der Annuitétentilgung erfolgt die Riickzahlung in stets gleichhohen Annui-
titen: A,, = A.

Die Rickzahlungen bilden somit eine nachschiissige Rente.
Das Aquivalenzprinzip sagt: Ry = Barwert aller Annuitaten = A - n -

Somit:

1q"—1
Roy=A-— 1
q" q—1
oder
Annuitat A: . .
A= p,le=1) 4.2)
q" —1
Beispiel.

(siehe Musterbeispiel auf S. 52)
Jemand mdchte eine Schuld von 12.000€ in 12 Jahren mit konstanten Annuité-
ten tilgen. Der Jahreszinssatz ist 7 %. Wieder stellen wir den Tilgungsplan auf:
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n=12, qg=1,07, Ry =12.000

1,07*2.0,07
A= 12.000W = 1.510,82€
abgelaufenes
Jahr Restschuld ~ Zinsen  Tilgungsrate  Annuitét
0 12.000,00 0 0 0
1 11.329,18 840,00 670,82  1.510,82
2 10.611,40 793,04 717,78  1.510,82
3 9.843,38 742,80 768,02  1.510,82
4 9.021,60 689,04 821,78  1.510,82
5 8.142,29 631,51 879,31  1.510,82
6 7.201,43 569,96 940,86  1.510,82
7 6.194,71 504,10 1.006,72  1.510,82
8 511752 433,63 1.077,19  1.510,82
9 3.964,93 358,23 1.152,59  1.510,82
10 2.731,66 277,55 1.233,27  1.510,82
11 1.412,06 191,22 1.319,60  1.510,82
12 0,08 98,84 141198  1.510,82

Es ist:
Zy = 12.000- 0,07 = 840
T, = A— 840 = 1.510,82 — 840 = 670, 82
Ry = Ry — Ty = 12.000 — 670,82 = 11.329, 18
Zy = Ry -0,07=11.329,18 - 0,07 = 793,04
T, = A— Zy=1.510,82 — 793,04 = 717,78
Ry =Ry — Ty, =11.329,18 — 717,78 = 10.611, 40

Alle Zahlen sind Betrdge in €. Die Restschuld zum Termin 12:

Ry5 = 0,08. R12 misste eigentlich 0 sein.

Der Betrag 0,08 entsteht dadurch, dass die Werte auf zwei Stellen nach dem
Komma gerundet sind: A = 1.510, 82386 ...

Wir erhalten nun Formeln. Die Restschuld berechnen wir mit dem Aquivalenz-
prinzip. Bezugspunkt ist der Termin m:

Schuld = Schuld ohne Riickzahlung — Wert der Zahlungen
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Restschuld am Ende der m-ten Zinsperiode:

m_1
Ry, = Rog™ — A2 (4.3)
q—1
Weiter gilt:
Tilgungsrate der 1. Zinsperiode
Ty = A — Ryi (4.4)

Tm = Rm—l - Rm

m—1,1 m _ 1
—_ (Roqm—l —Aq > _ (Roqm —Aq >
q—1 q—1

m_ 1 mfl_l
— (Roqm—l _Roqm) 4 <Aq _Aq >

q—1 q—1
B qm -1 qul -1
=Rog" ' (1—q)+ A —
o¢™ " (1—q) + ( -1 -1
B ) qm qul
=R m—1 A
" (=) + 1
—1
= Rog™ " (—i) + Agm 1 T
q—1
_ _iRqufl+Aqm71
¢ " (A= Roi)
—_ qulTl

d.h.
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Tilgungsrate der m-ten Zinsperiode:

T, = Tig™ ! (4.5)

Die Tilgungsraten T, bilden eine geometrische Folge.
Wegen A = Z,,, + T,, folgt: Z,, = A—T,, = A—Ty¢g" !

Zinsen fur die m-te Zinsperiode

I =A—Tig™ ! (4.6)

Wir wenden uns neuen Formeln zu.

. n_1
Esgil Ro=T\+To+ ...Tp=Ti +Tig+ ...Tig" L =1, 2 :
q—
Anfangsschuld:
2
8y = 142 @.7)
q—1

Obige Formel verwendend, erhalten wir:

"g—1 "1 g*(g—1
A—p, e _pa ¢"@=1) _ g on
-1 g—1 ¢ -1

Annuitéat:
A=Tq" (4.8)
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Obige Formel verwendend erhalten wir eine Formel fir die Laufzeit:
) = log(A) — log(T1)

. A A
q¢ = T nlOg<Q>—10g(E

Laufzeit "
log(7,)
n = 4.9
log(q) 4.9)

Nun einmal eine neue Formel fir R,,,:

Rn=Ry—(Th+To+ ...+ Tp)

B mo_ 1
=Ro— (Th +Tig+ ... T1¢™ ") = Ry _quq— 1
Restschuld nach m Jahren:
qm —1
R, =Ry —T) (4.10)
q—1

Wir haben noch nicht Z,,, durch Ry, n, ¢, und m ausgedriickt. Es ist:

Zinsen fir das m-te Jahr:

Zy = Ryt -1
A=Zp + T (4.11)

Frihere Formeln verwendend erhalten wir:

n m— n m— A n m—
Z=A Ty =Tig" —Tig" ' =Ti(¢" — ¢ 1):q_”(q —q¢" )
~1) 1 ~ L
:Roqn(q )_(qn_qm 1):R0'Z'q q

pr -1
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Zusammengefasst haben wir:
Zinsen fur das m-te Jahr

Zp=Ry-i-—2t (4.12)

Alle GroBen durch Ry, n,q, und m, bzw. durch 77 und andere Grof3en aus-
driickend, erhalten wir folgendes Formulatorium:

Annuitatentilgung: A,, = A
Formeln ohne T3 auf der rechte Seite:

A=Tp+Zn, A=RLID

q" —1
m
—1
R = Rog™ — A%
q—1
n_ ,m—1
Zn = Ry_1+1; Zm:RO'i'%
q"—1
Ti=A—Ry-i (4.13)
Formeln mit 7% auf der rechten Seite:
n
—1
Ry =T, 2
q—1
m_ ]
By = By T
q—1
A=T;-¢"
Zm:fl_j—'l'qm_1
Tm = Tl . qul
log(#)

1

) (4.14)
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Musterbeispiel: (siehe Beispiel von S. 55)

Jemand mdchte eine Schuld von 12.000€ in 12 Jahren mit gleichbleibenden
Annuitdten zurtickzahlen. Der Jahreszins sei 7 %.

Wie hoch ist die Annuitat?

"(g—1
A= pd"a=1)
q" —1

n=12 q=1,07
1,07*2(1,07 — 1)

Ry =12.000

A 2.000 1072 1 510,82 €
Wie hoch ist die Restschuld nach 8 Jahren?
m_1
Rm:Roqm—Aq ; m=2~8
q—1
1,078 — 1
Rs = 12.000 - 1,07% — 1.510,821’07771 =5.117,52€

Wie hoch sind die Zinsen und die Tilgungsrate fur das 8. Jahr?

n _ ,m—1
Zn—Ro i U s
q" —1
1,072 — 1,077
Zs =12.000-0,07——— """ =4
5 000- 0,077 33,63€

A=Z,+Tm; m=8: A=Zz+ Ty
Ty = A— Zg =1.510,82 — 433,63 = 1.077,19€

Dieselben Ergebnisse zeigt der Tilgungsplan auf S. 56.

Man konnte auch erst T3 berechnen und andere Formeln verwenden, die natir-
lich auf dasselbe Ergebnis fiihren:
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Ty =A—Ry-i; Ty =1.510,82 —12.000 - 0,07 = 670, 82

m

Rn=Ry-T\1——; m=38
q—1
1,078 — 1
Rg = 12.000 — 670, ol 0T =1 5.117,52€
0,07
T = Tig™ 1 Ty = 670,82-1,07" = 1.077,19€

Zy = A—"Tg =1.510,82 — 1.077,19 = 433,63 €

Weitere Beispiele:

(siehe Beispiel von S. 55)

1. Jemand mdchte eine Schuld von 12.000 € tilgen. Er kann eine Jahresleistung
von 1.510,82 € erbringen. Nach wieviel Jahren ist die Schuld getilgt?

log(&
n= 8(7,) . A=1510,82; ¢=1,07
log(q)
Ty = A— Ry-i=1.510,82—12.000 - 0,07 = 670,82 €
= —log(lé%?égz) = 12,000
~ log(1,07) T
n = 12 Jahre

2. Jemand mdchte eine Schuld von 12.000€ mit gleichbleibenden Annuitéten
von 1.800 <€ zuriickzahlen. Der Jahreszinssatz ist 7 %.

Wie lange dauert die Riickzahlung?

A =1.800; T, =A— Rp-1=1.800—-12.000-0,07 =960€
log (A 1 1.800
= 8(7;) = 0230 =9,29... Jahre

log(q)  log(1,07)

Nach 9 Jahren besteht die Restschuld:

-1 1,079-1
a = 12.000 — 960L =501,13€

Ry =Ry —T
| 0,07
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Die Restschuld Ry wird noch ein Jahr lang verzinst und nach dem 10. Jahr
getilgt. Die 10. Zahlung A, ist somit nicht gleich A = 1.800<€, sondern:
Ajg=Rg-q=>501,13-1,07 = 536,21 €

Tio = Ry =501,13€
Z1og = A9 —T10 = Rg - i = 35,08€

Die letzten drei Jahre des Tilgungsplanes fir obiges Beispiel sehen wie folgt
aus:

abgelaufenes  Restschuld ~ Zinsen  Tilgungs-  Annuitét
Jahr rate

8 2.150,59 258,45 154155  1.800,00

9 501,13 150,54 1.649,46  1.800,00
10 0,00 35,08 501,13 536,21
Die Riickzahlung dauert 10 Jahre.
Allgemein gilt:
log (A/T: . . .
Falls M keine ganze Zahl ist, so ist
log(q)
1
og(A/Th) _
log(q)

wobei n eine natdrliche Zahl istund 0 < ¢ < 1 ist. Dann wird die um eine
Zinsperiode verzinste Restschuld R,, zum Termin n + 1 gezahit.

Die letzte Zahlung ist dann geringer als die volle Annuitét. Die Tilgungsdauer
ist in diesem Fall gleich n + 1.

3. Jemand zahlt eine Schuld von 12.000€ mit konstanten Monatsraten von
600 € zuriick. Der nominelle Jahreszinssatz sei 9 %.

a) Wie lang ist die Tilgungsdauer?
b) Wie setzt sich die letzte Rate aus Zinsen und Tilgung zusammen?
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Ldsung:
0,09
A =600; Tyl = ’12 =0,0075
Ty =A—Ry-i=600—-12.000-0,0075 = 510
log(A/T; 1 1
2 08(A/T1) _ loa(600/510)
log(q) log(1,0075)
somit Tilgungsdauer = 22 Monate
21 21
- —1 1,0075" —1
b) Ryy = Ry — T =12.000 — 510————— = 447,27€
) Ro 0 1 q—1 0,0075 )

Zoo = Roy - iye = 447,27 -0,0075 = 3,35€
Thy = Roy = 447,27€

A22 = Z22 + T22 = 450, 62€

4.3 Fachworter Deutsch-Englisch

Anfangsschuld initial debt, principal loan
Tilgungsrate, Zahlungsbetrag repayment

Tilgungsplan repayment schedule

Restschuld unpaid balance, outstanding debt
Annuitét annuity

Laufzeit number of interest periods
Ratentilgung instalment repayment

Annuitatentilgung annuity repayment
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4.4 Typische Aufgaben zur Tilgungsrechnung

1) Ein 30-jdhriger hat keine Lust mehr zu arbeiten. Er hat 3 Mio. € im Lotto
gewonnen. Er nimmt an, dass er 80 Jahre alt wird. Den Zinssatz schétzt er auf
7 %. Welche gleichgrolRe Summe kann er zu Beginn jeden Jahres abheben?

2) Ein zu 5% verzinsliches Darlehen von 1.000.000 € ist innerhalb von 20 Jah-
ren durch jahrlich gleichbleibende Annuitdten zuriickzuzahlen.

a) Erstellen Sie einen Tilgungsplan fir die ersten und letzten 2 Jahre!
b) Nach welcher Zeit ist die Halfte der Schuld getilgt?

3) Wie Aufgabe 2), jedoch soll die Annuitét 7,5 % vom Darlehen betragen.
Welche Tilgungsdauer und Restzahlung ergeben sich?

4) Ein Kapital von 200.000 <€ wird halbjahrlich mit 2,5 % verzinst und soll durch
gleichbleibende Halbjahresbetrage fir Zins und Tilgung (halbjahrliche An-
nuitaten) in Hohe von 5,5 % der Anfangsschuld zuriickgezahlt werden.
Berechnen Sie die Anzahl der Tilgungstermine sowie die Restzahlung.

5) Eine 5%-ige Anleihe in Hohe von 250.000 € soll innerhalb von 40 Jahren
durch gleichbleibende Annuitéaten getilgt werden. Nach der 22. Zahlung wird
beschlossen die Tilgungsdauer auf 35 Jahre zu verkirzen.

Um welchen Betrag erhéht sich dadurch die urspriingliche Annuitét?

6) Eine Schuld von 250.000< soll in gleichen Tilgungsbetrdgen in 20 Jahren
zuriickgezahlt werden.
Wie grof3 sind bei 8 % Zinsen die Restschuld nach dem 12-ten Jahr, sowie die
Leistungen fir Zinsen und Tilgung im 12-ten Jahr?

7) Ein Darlehen von 100.000 € soll mit Annuitaten von 10.000 € zuriickgezahlt
werden.
Wie lange dauert bei einem Zinssatz von 7,5 % p.a. die Tilgung? Stellen Sie
eine Schlussabrechnung auf.

8) Ein Darlehen von 120.000 € soll bei einem Zinssatz von 10 % p.a. in 20 Jah-
ren zuriickgezahlt werden.
Wie grof sind die jeweilige Annuitét sowie Tilgungsrate und Restschuld nach
10 Jahren bei Ratentilgung und bei Annuitétentilgung?

9) Wie Aufgabe 8), jedoch sollen Zins- und Tilgungsleistungen vierteljahrlich
erfolgen.

10) Eine Anleihe von 1.000.000 € ist mit 6 % zu verzinsen und es wird eine An-
nuitat von 72.000 € pro Jahr angesetzt.
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11)

12)

13)

14

~—

4 Tilgungsrechnung

a) Wieviele volle Annuitéten sind zu leisten?

b) Man stelle einen Tilgungsplan fiir die ersten drei Jahre auf, indem man fir
jedes Jahr Restschuld, Zinsen und Tilgung angibt .

¢) Wie groR ist die Restschuld, wenn die letzte volle Annuitét gezahlt wurde?

d) Wie sieht der Tilgungsplan fur das darauf folgende Schlussjahr aus?

Ein Darlehen von 500.000 € ist mit 8% Zins jahrlich zu verzinsen. Pro Jahr
wird eine Annuitdt von 50.000 € angesetzt.

a) Wieviele volle Annuitéten sind zu leisten?

b) Wie grof ist die Restschuld nach 20 Jahren, d.h. zum Termin 20 ?

¢) Wie sieht der Tilgungsplan fur 21. Jahr aus?

d) Wie hoch wére bei halbjahrlicher Verzinsung (nomineller Jahreszinssatz
8%) die Halbjahresannuitat, wenn die Schuld in 20 gleichbleibenden
Halbjahresannuitaten zuriickgezahlt wiirde?

Ein Darlehen von 300.000 € werde bei 8 % Zins mit einer Annuitét von 10 %
vom Darlehen zurlickgezahit.

a) Berechnen Sie die Tilgungsdauer!

b) Berechnen Sie die Restschuld, Tilgungsrate, Zinsen und Annuitat fur die
Termine 11 und 21!

¢) An Stelle einer konstanten Annuitat werde konstante Tilgung vereinbart.
Wie hoch sind bei 20-j&hriger Tilgungsdauer Restschuld, Tilgungsrate,
Zinsen und Annuitét fir den Termin 11?

Ein Kredit von 20.000 < soll in gleichen Monatsraten fir Zins und Tilgung
in Hohe von 2.000€ zuriickgezahlt werden. Der nominelle Jahreszinssatz
betrage 9 %.

a) Wie oft ist diese Rate zu zahlen?

b) Inwelcher Hohe setzt sich die letzte Rate aus Zinsen und Tilgungsleistung
zusammen?

¢) Wie hoch ist der Zinsbetrag, der insgesamt gezahlt werden muss?

Bei einem Jahreszins von 5% nimmt jemand am 1.1.2005 einen Kredit von
100.000 € auf.

a) Die ersten 4 Jahre werden weder fiir Zinsen noch zur Tilgung Zahlungen
geleistet.
Wie hoch ist die Schuld am 31.12.2008?
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b) Der Schuldner beginnt die Riickzahlung des Darlehens mit der ersten
Annuitatenzahlung am 31.12.2009. Die gleichbleibende Annuitét betrégt
12.000<€ und ist jeweils am 31.12. eines Jahres fallig.

Wie hoch ist die Restschuld nach der 8. Annuitatenzahlung?

15) Jemand nimmt eine Hypothek von 300.000 € auf. Die Hypothek ist in 20
Jahren bei einem Zinssatz von 6 % zu tilgen.

a) Wie hoch ist die gleichbleibende Annuitat ?

b) Nach 10 Jahren wird ein neuer Zinssatz von 9 % vereinbart. Um welchen
Betrag erhoht sich dadurch die Annuitat ?

c) Wie in b) wird nach 10 Jahren ein Zinssatz von 9% vereinbart. Die ur-
spriingliche Annuitét soll jedoch beibehalten werden. Um wieviele Jahre
erhoht sich dadurch die Tilgungsdauer ?






Kapitel 5
Kursrechnung und Zinsanderungsrisiko

Dieses Kapitel erfordert von den Leserinnen etwas mehr Mathematikkenntnisse
aus der Schulzeit als die vorangehenden Kapitel. Gebraucht werden die Schul-
kenntnisse Uber Funktionen, ihre Ableitungen und ein paar wenige Eigenschaf-
ten von Ableitungen wie der Zusammenhang von Ableitungen mit Wachstums-
und Krimmungseigenschaften von Funktionen, die Kettenregel und die Pro-
duktregel beim Differenzieren. Die benotigten Hilfsmittel kénnen nétigenfalls
schnell in einer Formelsammlung recherchiert werden.

5.1 Kurse und Rendite festverzinslicher Wertpapiere

Ein festverzinsliches Wertpapier (andere Bezeichnungen: Rentenwert, Anleihe,
Bond) kann durch eine Folge von (Kauf-, Zins- und Tilgungs-Zahlungen cha-
rakterisiert werden, die zu vorgegebenen Zeitpunkten fallig werden.

Zahlungen: ‘—Po CiCy...C...Cp
Zum Zeitpunkt:‘ 0 1 2 t T

Dabei ist Py der Kurs (= Kaufpreis) und T die Laufzeit des Wertpapiers, die
meistens in Jahren angegeben ist.

Wir nehmen an, dass die Zahlungszeitpunkte &quidistant sind, also gleichen Ab-
stand haben.

Der Kurs Py wird durch Angebot und Nachfrage (an der Borse) festgelegt. Je
nach Kurs erhélt man eine andere Rendite » (= Marktzins) flir das Wertpapier.
Umgekehrt kann man auch fur jede Rendite » errechnen, welcher Kurs Py(r)
sich daraus ergibt.
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Der Kurs Py(r) ist der Wert aller zukinftigen Zahlungen, die unter Verwendung
des Zinssatzes r auf den Zeitpunkt 0 zuriickgerechnet (= abgezinst) werden,

damit also die Summe der Barwerte der C4,C>, ..., Cr:
Kurs:
¢ © Cr <
Pg(r):q—ll—kq—;—l—...q—;r:ZC’tq_tmitqzl—l—r. (5.2)
t=1

Musterbeispiel:

Man bestimme den Preis (= Kurs) einer Anleihe mit 10 % Nominalzins, 5 Jahren
Laufzeit und einem Nennwert von 100 bei einem Markzins von 7 %.

Losung:

Cy =10%-100 =10 firt=1,2,3,4
Cs =100+ 10 = 110
Py(0,07) = 10(1,07 1 + 1,072 41,072 + 1,074 +1,0779)
+100-1,077° = 112,30

5.2 Der Standard-Bond

Wenn das festverzinsliche Wertpapier — wie im letzten Beispiel —am Ende jeder
Periode den gleichen Zinsbetrag bringt und der Nennbetrag nach Ablauf der
Laufzeit zuriickbezahlt wird, spricht man von einem Standard-Bond:

Zahlungen: ‘—POZZ...Z...Z+N
Zum Zeitpunkt:‘ 0 12 t T

mit Py = Kurs zum Zeitpunkt 0, N = Nennwert (Nominalwert)
1 = Nominalzinssatz ,
Z = N -i = Zinsen (= Kupon) zu den Zeitpunktent¢ =1,2,...,T
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Aufgabenstellung 1:

Gegeben ist die Rendite r. Man berechne den Kurs des Standard-Bonds.

Z 7 Z N
Po(T):—ql+_q2+~~~—qT+qT
Z
:q—T(qT_l+qT_2+...+q2+q1+1)+Nq_T
1 qT—l -T -7
:Zq_T —1 +Nq¢ ' =| Zar+ Nqg* = Py(r)

mit a7 nachschissiger Rentenbarwertfaktor.

Falls gilt fir den Kurs

r>i Py(r) < N

=9 PO(T‘) =N

r<i Py(r) > N (5.2)

In Worten: Man wird die ,,schlechte” Nominalverzinsung i < r nur akzeptie-
ren, wenn man dafiir das Wertpapier billiger bekommt, also Py, < N. Fir die
»gute” Nominalverzinsung 7 > r muss man beim Kauf etwas drauflegen, also
Py (7”) > N.

Begriindung:

Definition.

Ein Zerobond (= Nullkuponanleihe) hat eine Nominalverzinsung von i = 0 %.
Die Rickzahlung erfolgt einmalig zum Zeitpunkt 7'.
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Musterbeispiel:
Welchen Kurs hat ein Zerobond mit 7" = 10 und N = 100 bei einer Rendite von
8,5 %?

L6sung:

Z=0
Py(0,085) = 0-ao + 100 - 1,085 10 = 44,228 .

Aufgabenstellung 2:

Gegeben ist der Kurs Py, Man berechne die Rendite r des Standard-Bonds.

Die Gleichung Py(r) = Zar + Nq~ T kann fir T > 2 im allgemeinen nicht
nach ¢ bzw. r aufgeldst werden (siehe analoges Problem in der Rentenrechnung).
Man kann dann ¢ bzw. r nur mit einem N&herungsverfahren bestimmen.

Wir verwenden dazu das Newtonsche Verfahren zur Losung einer Gleichung
f(x) = 0. Bei geeigneten Voraussetzungen fir f(z) liefert die Iterationsformel
mit dem Startwert

SRR (C
n+ n f/(mn)

ne€{0,1,2,3,...}

gute Naherungswerte fur die gesuchte Nullstelle.

1 ¢ -1
=71
¢ q—1

— f(q) = Po¢" —(Po+ 2)¢" —~Nq+Z+N=0

+N¢ 7T —= Pho(q— 1) = Z(qT —1)+N(¢g—-1)

Newton anwenden!

Iterationsverfahren zur Renditeberechnung:

flan) _  Pgpt' = (Po+2Z)gp —Ngn+Z+N

n+1 = qn — F(qn) i Po(T +1)gr — (Py + Z)Tqrqzll -N
(5.3)
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Musterbeispiel:

Welche Rendite hat ein Standard-Bond mit N = 100, ¢ = 8%, 7' = 10 und
Py=98,5?

L6sung:

Wegen Py < N wird r > 4 sein. Wir starten mit ¢ = 1,08 (man koénnte auch
1,07 oder 1, 09 oder ein anderes ¢, nehmen) und erhalten:

98,5- 1,08 —106,5 - 1,089 — 100 - 1,08 + 108

= 1,08 —

“=5 98,5-11-1,0810 — 106,510 - 1,089 — 100
= 1,08234

g = 1,08234

~98,5-1, 08234 —106,5 - 1,08234'% — 100 - 1,08234 + 108
98,5-11-1,0823410 — 106,5 - 10 - 1,08234° — 100
= 1,08225841

ro = 8,225841% schon sehr nahe
g3 = 1,08225827
r3 = 8,225827 % bereits extrem nahe an der Nullstelle

5.3 Zinsanderungen festverzinslicher Wertpapiere

Was bedeutet Zinsdnderungsrisiko?

a) Wenn nach dem Kauf eines Bonds der Marktzins steigt, dann fallt der Kurs.
Bei einem Verkauf des Bonds bekommt man dann weniger als den urspriing-
lichen Kaufpreis (Kursrisiko).

b) Wenn nach dem Kauf eines Bonds der Marktzins fallt, dann kann man die
Auszahlungen nur noch mit niedrigerem Zinssatz anlegen (Wiederanlagerisi-
ko).

Damit es nicht zu kompliziert wird, treffen wir folgende Annahmen:

1. Der Bond wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 gekauft. Der Markizins ist hier r.

2. Unmittelbar nach dem Kauf (also noch im Zeitpunkt ¢ = 0) andert sich der
Marktzins von r auf r + Ar.

3. Danach bleibt der Marktzins bis zum Laufzeitende T" konstant.

Wie andert sich der Kurs Po(r) bei einer Zinsdnderung von r auf r + Ar?
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Man berechnet (mit der Kettenregel) die 1. und 2. Ableitung nach r, (¢ = 1+7):

Zth — Pi(r ZtC’q*t L<o

t=1

d.h., Py(r) ist streng monoton fallend (= Kursrisiko bei steigendem r)

T
P(r) =) tt+1)Ceq "> >0
t=1

d.h., Py(r) ist konvex (macht Linkskurve mit zunehmenden ).

P () Man erkennt daraus (siehe Skizze):
0 Eine Zinssenkung um Ar fiihrt zu einer stér-
keren Kursanderung als eine Zinserhéhung um
Ar.

Ar
Ar

> T
Wie &ndert sich der Endwert K (r) bei einer Zinsdnderung von r auf
r+ Ar?

Zur Berechnung des Endwertes K () am Ende der Laufzeit 7" werden alle C
mit dem Marktzins r bis T" aufgezinst. (Die C; werden jeweils zum Marktzins
wieder angelegt.)

Endwert bei Zinsénderung:

T

Kp(r) = C1¢" '+ Caq" 2 +.. +Cr_24*+Cr_19+Cr = Y _ Cig" "
t=1

(5.4)

Zur Beantwortung der Frage berechnet man (mit der Kettenregel) die 1. und
2. Ableitung von Kr(r) nach r, (¢ =1 +r):
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T T
Kr(r) =Y Cg" " — Ki(r) =) (T —1)Cig" """ >0
t=1 t=1

d.h. K'r(r) ist streng monoton steigend (= Wiederanlagerisiko bei fallendem r)

T
Kp(r)=> (T —=t)(T —t—1)Cig" "2 >0

t=1
d.h. K (r) ist konvex (macht Linkskurve mit zunehmenden r).

Man erkennt daraus (siehe Skizze):
Eine Zinserhéhung um Ar fihrt zu einer starkeren Endwertanderung als eine

Zinssenkung um Ar.
A KT ('r‘)

Ar

5.4 Zinsanderungsrisiko: Duration

Wir sind im Zeitpunkt 0 und blicken mit folgenden Fragen in die Zukunft:

a) Wie wird der Kapitalwert (= Zeitwert) Kg(r) des Bonds zu einem spéteren
Zeitpunkt S (0 < .S < T') sein?

b) In welchem MaR ist dieser Kapitalwert Kg(r) durch eine Zinsénderung von
r auf » £ Ar gefahrdet?

¢) Gibt es eventuell einen Zeitpunkt D, bei dem der Kapitalwert durch Zinsén-
derungen (egal in welcher Richtung) nicht gefahrdet ist?
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Den Kapitalwert (= Zeitwert) Kg(r) des Bonds zum Zeitpunkt S (0 < S <
T) erhalt man, indem man den Kurs zum Zeitpunkt 0, also Py (r), um S Perioden
aufzinst.

Kapitalwert zur Zeit S:

T
Ks(r) = Po(r)g® =% _ Cig™" (5.5)
t=1

Der Kapitalwert Kg(r) ist dann durch eine Zinsédnderung geféhrdet, wenn er
durch eine Anderung von r kleiner werden kann. Um das zu beurteilen, berech-
nen wir die Steigung von Kg(r).

Wenn die Steigung positiv ist, dann wiirde K¢ (r) bei einem Ruckgang von r
absinken. Wenn die Steigung negativ ist, dann wiirde K g(r) bei einer Zunahme
von r absinken. In beiden Fallen wére also ein Zinséanderungsrisiko gegeben.

Ks(r) = Po(r)q” = u(r) - v(r)

— K4(r) = /v +v'u = Pi(r)¢° + Po(r)Sq°~!

T
= Z Ci(S — t)qs_t_l
t=1

siehe nachstehende
Anmerkung

Anmerkung. Fur kleine (,,fruihe*) .S sind die meisten Summanden negativ, d.h.
die Steigung ist negativ. Der Anleger hat hier das Risiko, dass der Zins steigt.
Fir groRe (,,spate”) .S sind die meisten Summanden positiv, d.h. die Steigung ist
positiv. Der Anleger hat hier das Risiko, dass der Zins féllt.

Aulerdem gilt (chne Beweis)
K&(r)>0 furt#Sundt#S—1

d.h. Kg(r) ist konvex (= linksgekrimmt).
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KS (r) KS (r) KS (r) KS (r) KS (r)

Der Kurswert
reagiert nicht

(kaum) auf
r-Anderungen
PP —

r r r r
S lein S<D S=D S$>D S gross
(Anfang der (Ende der
Laufzeit) Laufzeit)

Wenn aber — wie an Kg(r) zu erkennen — die Steigung mit zunehmendem S
irgendwann (ndmlich zu einem noch zu bestimmenden Zeitpunkt D) von ,,ne-
gativ* auf ,,positiv* wechselt, dann ist in diesem Punkt die Steigung von Kg(r)
gleich 0. Das heif3t, dass dort dann auch das Zinsénderungsrisiko gleich 0 ist.

Wir wollen die (Macaulay-)Duration D berechnen, indem wir denjenigen Zeit-
punkt S suchen, bei dem Kg(r) die Steigung 0 hat.

Pi(r) _

K§(r) = Py(r)q° + Po(r)Sq°'=0 & S=— q -
Po(r)

Wegen Py(r) = XCyq~ " und P)(r) = —XtCyq*~* kann man D berechnen
durch (X jeweils von ¢t = 1 bis T'):

Duration: S 10y
tCrq~
D==—— 5.6
S Crg (5.6)
Die Duration D kann man flr jedes festverzinsliche Wertpapier mit C4, . .., Cr,

das zum Marktzins r angeboten wird, zum Kaufzeitpunkt ¢ = 0 bestimmen.
(Jeder Bond hat seine eigene Duration.)

Der Anleger kann auf diese Weise die verschiedenen Bonds miteinander verglei-
chen: Wenn er einen bestimmten Anlagehorizont fur seine Geldanlage hat und
sich gegen Zinsénderungsrisiken im Hinblick auf diesen Zeitpunkt absichern
will, dann wir er einen Bond auswdhlen, dessen Duration seinem Anlagehori-
zont entspricht. (Eine Zinsédnderung von r auf » = Ar unmittelbar nach dem
Kauf in ¢ = 0 kann ihm dann nicht schaden, egal in welche Richtung sich r
bewegt.)
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Spezialfall: Duration beim Standard-Bond

Fur den Standardbond gilt ja

Ci=Cy=...=Cpr_1 =12, Cr=Z+N
Mit
Py(r)=Z qiT qu__ll +Ng T =2(1—¢ Ty '+ Ng "
Pi(r) = — [Z(?“i2 —Tqg Tt g Tr=2) 4 TquT*l]
erhélt man:

Duration beim Standard-Bond:

Pi(r)  Z(r2q—Tq Tr ' —q¢ "t 2) 4+ TNg 7
Py(r) Z(1—q T)yr—1 4+ Nqg~T

D=—q
(5.7)

Musterbeispiel:

Die Duration eines Standardbonds mit 77 = 10, N = 100,37 = 8% und r =
8,5 % ist:

8(0,08572-1,085 — 10 - 1,085 9. 0,085~ — 1,085~ - 0,0852)
8(1 —1,085-10). 0,085~ + 100 - 1,085~10
10-100 - 1,085~ 10
8(1 —1,085-10).0,085~1 + 100 - 1,085~10

D:

+ =7,196... Jahre

Wir prifen nach, dass der Kapitalwert zum Zeitpunkt D auf eine direkt nach
dem Kauf stattfindende Zinsanderung von r = 8,5 % 4= 1 % tatsachlich nicht
absinkt:

Kp(0,085) = 173,679. ..
Kp(0,095) = 174,045 ..
Kp(0,075) = 174,047 . ..
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Spezialfall: Duration bei einer Nullkuponanleihe (Zerobond)

Fir den Zerobond gilt ja
C—-1=Cy=...=Cr_1=0, Cr=N (N =Nennwert)

Mit Py(r) = Nq~ 7 sowie P}(r) = —TNq~ 7~ erhalt man:

Duration bei einem Zero-Bond:

Pi(r) _
Po(T‘)

D=—q (5.8)

Eine Absicherung gegen das Zinsanderungsrisiko beim Zerobond ist also nur
dadurch mdglich, dass man einen Bond wahlt, dessen Laufzeit 7' dem eigenen
Anlagehorizont entspricht.

Die Duration D ist ein Maf fur die durchschnittliche Bindungsdauer der Zah-

lungen Cy, Cs, ..., Cr eines Bonds. Es gilt ndmlich:
Y tCqt Ciq™?
D=%2""—=) t——F——=>) t
>.Cigt Z >.Cigt Z 9
mit
Cigt Cig?

9= Y Ciqgt  Py(r)

Die Formel zeigt, dass die Duration ein gewogenes arithmetisches
Mittel der Laufzeitent = 1,2, ..., T ist (also ein ,,durchschnittliches ¢*), wobei
die Gewichte g; den Anteil des Barwertes der Zahlung C; am gesamten Barwert
(= Kurs) des Bonds darstellen.

Wenn grofRe Zahlungen C; bereits am Beginn erfolgen, wird D klein (= kurz)
ausfallen. Wenn die groBen Zahlungen C; erst am Ende erfolgen (Extrembei-
spiel: Zerobond), wird D groB (= lang) ausfallen.

Musterbeispiel:

Man bestimme die Duration tber die Berechnung der Gewichte flr einen Stan-
dardbond mit 7" = 10, N = 100, = 10 % und r = 8 %.
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t C; | Barwert Cyq~* | gewogener Barwert tCyq "
1 10 9,26 9,26
2 10 8,57 17,14
3 10 7,94 23,82
4 10 7,35 29,40
5 10 6,81 34,05
6 10 6,30 37,80
7 10 5,83 40,81
8 10 5,40 43,20
9 10 5,00 45,00
10 110 50,95 509,50
Summe 113,41 789,98

Fur die Duration erh&lt man damit D = 6, 9657.









Kapitel 6
L6sungen der Aufgaben

6.1 Losungen der Aufgaben von Kapitel 1

1) ap=a1+(n—-1)-d
ags = 144+27-6 =176

2) ap=a+(n—-1)-d
522=12+4+(n—1)-17; (n—1)-17=510;
n—1=30; n=31

3 an=a1+(n—-1)-d
137 =390+ 11-d; 11d=-253; d=-23

4) ap,=a1+(n—-1)-d

S, = g(za1 +(n—1)-d)

M 32=a1+(Mn—-1)-2
ag=32—(n—1)-2

(1) 270 = g(za1 +(n—1)-2)

ay in (1) einsetzen:

270 = 5(2(32 —(n—1)-2) + (n—1)2)
=n32—(n—-12+n-1)
270 =33n —n%; n?—33n+270=0
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6 Losungen der Aufgaben

33 1089 — 1080 33 3
e
ny = 15; no = 18;
nm=15: a3 =32—-14-2=4
ng = 18 : a1 =32—-17-2=-2
1 1
5) ap =a1q""t; 1=1296-¢*; ¢g={/— = -
) an = ai1q ;5 q 1296 — &
91 2 n—1
6) Sn=am ) =a1+a1q+aiqg"+...+aq
=282t 2% 42 =23 (142422 .. +29
210 _ 1
=38 =8-(2"—1)=18184
51 ( )
81 1
7) az aiq; 8 243 q; q 243 37
1 31 1
n—1
n= ; =243 =7 = o7}
tn =4 1 10 (3 13 3% 81
1\10 _(1
510:243.%:243.(431)
11 1-1
130 1 8
3
=243 25—
310_1 310_
=243 — ~_ —243. =~ — 364,4938...
39(3—1) 2.39 ’
8) Tabelle:

1. Generation

Anzahl verkaufte
Anzahl verschenkte

5
0

a) 5'? = 244.140.625

2. Generation
52
5

3. Generation
53
52



6.2 Losungen der Aufgaben von Kapitel 2

b) 5% =1.220.703.125
C) 5452 4+53+... +52=5.(1+5+5%+...5")
5

5 P -1 (5'2 — 1) = 305.175.780
5-1 4 I
d) 5+52+...+5" =5 (1+5+5"+...5%)
5 -1

5
=5 =7 (5" — 1) = 61.035.155

5-1
e) Gewinn = 8 - (Ergebnis c) - Ergebnis d)) — 22 - Ergebnis d)
= 8-(305.175.780 — 61.035.155) — 22 - 61.035.155
= 610.351.590 €

6.2 Losungen der Aufgaben von Kapitel 2

1) a) K, =Ko(1+i-n); K= 10.000(1+0,0625-10) = 16.250€;
b) K, = Ko(1+i)™; Kjo=10.000-1,0625" = 18.335,36€

Ky
2) Ko= —"2—
) Ko (1+4)"
7.000
a) Ko og7 — >00L,64€
7.000
Ko = = 3.166, 44
b) Ko = {757 = 3.166,44€
K.
3) Ko= —~
) Ko (1 +4)n
3.000
A Ky= "0 =2721
a) 0= 1 052 721,09€
4000
B: Ky = =3.134,1
0= o5 = H13410€

Maglichkeit B ist besser

3.000
b) A: Ky = = 2.391,58€
) 0= 10 391, 58

85
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~4.000
1,125
Mdglichkeit A ist besser

B: Ky

=2.269,71€

4) K, =Ko(1+)"; i={/— —1;

32.532.03
a) i = W[2220% 0y ) 06875 = 6,875
) i 12.000, 00 ’ ,875%

b) K():KQ; KnZQKo; n=11

2K 11
i= 220 1= N2 -1=0,0650=6,5%:
Ko

K"l .
log( Ko ) _ log( 150‘000601 )

5) n= = = 12,000 = 12 Jahre
) n log(1+i)  logl,06 ’
6)a) K,=Ko(1+i-n); (1+z’-n):?0; z-n:fo—l
1/ K, K, 2K
=—-|=—-1); K,=2Ky; —=—=2
" <K0 ’ Ky~ Ko
1 1 1
=-2-1)=—; = = 20 Jahre; usw.
n=52-D=5i =535
log( %)
b) K,=Ko(1+)"; =——0—: K, =2Kp;
) 0( + 7’) n log(l ¥ 2) 0
K, 2Ky log 2
Ko Ky log(1 + 1)
log 2
n=—26 = 14,2 Jahre; usw.
log 1,05
Anzahl Jahre bis sich ein Kapital
verdoppelt hat bei
Zinssatz p  einfacher Verzinsung ~ mit Zinseszins
5% 20 14,2
6% 16,7 11,9

10% 10 73



6.2 Losungen der Aufgaben von Kapitel 2

7) a) K5 =1.000-1,08%-1,06% = 1.415,41 €

Ky

87

Ko 1,083 -1,062 ]
b) ieff:\/ 0 —1=3{/1,088-1,062 — 1 =0,07195...

~7,2%

7.643
i = —1=0,06249 ... ~
8) o = 1/ ,/500 0,06249 . 6 %
7
m ’m

K, =Ko(1+4)™(1+i-t);

0,15
12

12
a) K% = 1.000 - < > =1.160,75€

0.15 2-360
b) Ksso2 = 1.000 - < ?:60 ) = 1.349,77€

0,15\°
¢) Ka =1.000- <1 + T) =1.037,97€

3
d) Ksmon = 1.000 - (1 +0,15- E) =1.037,50€
0,15
360

0, 15
12

90
e) K% = 1.000 - (1 + ) =1.038,20€

|l\.’>

f) Kas :1000< > = 1.415,99€

1

rofoo

0.15 340
0) Kﬁ = 1.000 - (1 + ?:60 ) =1.418,96 €

1
h) Kay tanon = 1.000 - (1,15)2 (1 +0,15- §> = 1.388,63€

10) ieﬂ_(1+i> 1
m
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Jahreszins ~ monatliche Verzinsung  tdgliche Verzinsung

P Loff leff

3% 3.04% 3.05%
7% 7.23% 7.25%
11% 11.57% 11.63%
20% 21.94% 22,13%

. K, [ Ko-1,04-1,05-1,06- 1,072
11 =0t 1= —1
) @) et Ko \/ Ky

= {/1,04-1,05-1,06-1,072 =1 =5,8%

b) z‘eH=<1+i> —1
m

0,06\ '
ot = <1+’1—2> —1=6,17%

[ K,
12) icffznf_]-; Ky =3Ko;
0

fef = V3—1=10,50%

13) K, = Ko(1+i-t) (149N (1 +i-ty)
N=t1+ N+ty; 0<t1<1; 0<ta<1.
20.07.03 bis 31.12.03 = 160 Tage

01.01.04 bis 31.12.14 = 11 Jahre
01.01.15 bis 16.09.15 = 256 Tage

160 256
K, = 10. 1 — )1 RN ) = 926. 24 €
0000( + 0,085 360> ,085 ( +0,085 360> 6.997,
0,08
14) i=0,08; i = =0,02;

ikonf = v/ 1,08 — 1 =0.01942654. ..



6.3 Losungen der Aufgaben von Kapitel 3

abgelaufenes Kapital bei
Vierteljahr trel = 2% Tkont = 1.942...%
0. 100.000,00 100.000,00
1. 102.000,00 101.942,65
2. 104.040,00 103.923,05
3. 106.120,80 105.941,91
4. 108.243,22 108.000,00
log (752 log (350650
15) n=———"-"2%; n=——>=>5;
log(1 + 1) log 1,05
n = 5 Jahre
log (&=
log(1 + 1)
log(2)

=——=2-__ =10,070... ~ 10 Jahre
"7 log(1,07125) ~

K 162.417 1
17) G = ¥/ =2 —1; off = A —1= 25 — 6=
) det Ko *eft =\ 100.000 0,0625 =67 %

18) i = 0,12

0,12
S22y
12 %

B) dxont = V1+i—1= ¥/1,12—1=0.009488... ~ 0.95%

a) lrel =

C) e = <1+Z> —1=1,01"2-1=0,12682...~ 12,68 %
m

6.3 Losungen der Aufgaben von Kapitel 3

1) ¢ =1,0625

nachschissig:

10 _1 1,062510 — 1
=1.000—————— =13.336,57€
g—1 0,0625 ’

Sip=rsio=r
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2)

3)

4)

6 Losungen der Aufgaben
vorschussig:
10 10
N ) g’ —1 1,0625'Y — 1
S10 = =r- =1.000-1,0625 ————
10 =T8101 =74 ) 0,0625
=14.170,11 €
i =0.06
nachschiissig:
1¢°—1 1 1,06°—1
By =r——+ =1.000- . =4.212,36€
P 1,066 0,06
vorschussig:
. 1¢°—1 1 1,06°—1
Bs=r-— = 1.000 - . =4.465,11€
A S 1,06~ 0,06 ’
1 0,06
frel = — = ’12 =0,005; n=15-12=180

a) vorschissig:
¢ -1 . _ Siso(g — 1)

g—1 T @™ 1)
120.000 - 0,005

5180 =Trq

— = 410,58 €
" T 1,005(1,005'80 — 1)
b) nachschissig:
180 _ 1
Sigo =7 =1
Sigo- (g —1)  120.000 - 0,005
_ — = 412,63 €
¢'® —1 1,005180 — 1 ’
q=1,07
a) vorschissig:
Sn =187 20.000 = 2.000 - §,,

én] = 10;

log(1 + 15, log(1 4+ 297 10
n= ( i) = 81+ o7 10) = 7,4 Jahre
log(q) log(1,07)
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b) nachschissig:
Sn =718n]; 20.000 = 2.000 - sy
Sn] =10
B log(1+ (q — 1)5711) _ log(1 + 0,07 - 10)
N log(q) N log(1,07)

= 7,8 Jahre

5) ¢ =1,07
nachschiissig:
By =7-a,;  70.236 = 10.000a,]
Ay = 7,0236
_ _log(l — (¢ —1)an) _ ~ log(1 —0,07-7,0236) _ 10
log(q) log(1,07)

vorschiissig:
By =7 in;  70.236 = 10.000d,]

log(1 - L) log(1 - 5% - 7,0236)

log(q) - log(1,07)

~9,1

6) Bs =1 as

Bs  10.000 1 ¢ -1
T 2.500 q q—1

p QAn)

5% 4,3...
6% 4,2...
7% 4,1...
8% 3,9927...
7,9% 4,0032. ..

p~T7,9%

N n="7,; r=1.000€
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Plan A)

B 1,07757 — 1
S7 =1.000-1,0775 - ————— = 9.541,03€

! ’ 0,0775 ’

Plan B)
Guthaben (7) = (Sg + 1.000) - 1,14

1,065 — 1

= (1.000 - 1,06 - =——— +1.000) - 1.14 = 9.568,97 €

0,06
Résumé: Plan B ist giinstiger

0,08

8) irel = T = 0,02
. 1,0220 —1
a) Sao-1,02%° =70.000; r-1,02- W -1,02%° = 70.000
70.000 - 0, 02 ’
— ’ =1.900,79€
"7 1,0221(1,0220 — 1) ’
70.000
000 = Ky - 1,024 = _——— —31.
b) 70.000 = K, -1,02%°; K, T 037 31.702,33€
9) ¢q=1,07
08 09 17 18 23 24
— — —t—>
10.000~ Kend
2.000 —5.000
16 1,070 —1 6
Kontoendstand = 10.000 - 1,07"° 4 2.000 - 1,07 - oo 1,07
1,070 — 1 ’
—5.000-1,07 - ———
’ 0,07

=29.719,60€
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10)
5% 8%

93

Betrag,, = Ss - 1,08 + S,

1,056 — 1 1,08 — 1
=1.000- =———=.1,08* +1.000 - ——
0,05 057 4 0,08
= 13.760,04 €
11) ¢ =1,12
. 1,1210 1
1,1210 —’1
= 1 . i — = 1 . 4 4
S1o 000 012 7.548, 74 €
. m 12 12
b) G = (1+—) —1= 0, —1=0,126825
m 12
Jeff = 1 +7;eff
. qIO -1
S10 = 1.000 - g - ~T—— = 20.438, 66 €
Qeff — 1
q10 -1
S1p = 1.000- < —— = 18.138,27€
Qeff —
12) iyl = % = 0,005
jo = 1,005'2 — 1 =0,0616778
0 1 9 10
I 1 L]
# T [T
52 52... 124.80 124.80 124,



94 6 Losungen der Aufgaben

Guthabenm =52 5120 + 124, 80510

1,005120 —1 g% —1
=52-1,000————— +124,80 - <~
0,005 + et — 1
= 8.564, 33 + 1.657, 98
=10.222,31€

13) i1 = 0,005; Aquivalenzprinzip:

1.1.04 1.1.14 1.1.16
| | [
{ 1 1

1
1.4.16

. 1,005'20 — 1
a) Siz0 =200-1,005- ————— =32.939,75€
) 120 ) O, 005 )
b) (32.939, 75+ Betrag) 1, 005%* = 40.000
40.000
Betrag = ———— — 32. =2.54
etrag 100571 32.939, 75 547,68 €

¢) Zahlung vierteljahrlich
g =1,005% = 1,0150751
40.000 = 2.500 - a,1; a,) =16
_ log(1—(¢—1Day)  log(1—0,0150751 - 16)

= = 18,4 mal
log(q) log (1,0150751) ’
q*(qg—1) 1,060 - 0,06
14) A = L2 7 —100. L2 =13,
) Ry 1 00.000 1060 _1 3.586,80€

15) Bso =7 - iiso
B 1,074 .0,07
r = =2 — 3000.000 - ’

i50 17075—0—1 - 203158,46€
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6.4 Losungen der Aufgaben von Kapitel 4
1) Ry =1.000.000,00; n=20; q=1,05

¢"(¢g—1) 1,05%° . 0,05
= NN . . A R
a) A=R pr—) 000.0000 L0551

= 80.242,587 ... ~ 80.242,59 €
Ty =A—Ry-i=280.242,59 — 1.000.000 - 0,05 = 30.242,59 €

R,, = Ry —Ti - q7—11 : T, =T, -¢™; damit:
q—

abgel. Restschuld Zinsen Tilgungs- Annuitat
Jahr

0 1.000.000,00 0,00 0,00 0,00
1 969.757,41  50.000,00  30.242,59  80.242,59
2 038.002,69  48.487,87  31.754,72  80.242,59
19 76.421,42 7.460,19  72.782,40  80.242,59
20 -0,10 3.821,07  76.421,52  80.242,59

b) R, = %; m ist gesucht.

Ro qul RO qul
N —R,=Ry—T, - : = =T-
2 0 1 q—l 9 1 q—l
R() RO
Tig™ —1)= 2. (¢g—1); m_1="9 (4-1):
1(q ) 5 (g—1); q ST, (g—1);
Ro Ro
m=14—L.(qg—1); 1 —log 1+ =2 . (g-1
q +2T1 (q—1); mlog(q) og< +2T1 (q ))

(Lt gf(a— 1) log(l+ 4555057
a log(q) a log(1,05)

=12,34...

2) Ry = 1.000.000,00; A =75.000,00€; ¢=1,05;
17 = 75.000 — 1.000.000 - 0,05 = 25.000,00 € ;

og (£) _ 10g(3)
log(q)  log(1,05)

n= =22,51...
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Tilgungsdauer = 23 Jahre

22

-1
Ros=Ro—T) - 2 =

q—1
1.000.000 — 25.000 1,05% — 1
R ‘ 0,05

Restzahlung = Ry - 1,05 = 39.238,12€

= 37.369,64 €

3) Ry = 200.000; g=1025; A =11.000;
Ty = 11.000 — 200.000 - 0,025 = 6.000
_log(7)  log()

= — =24,54. ..
log(q)  log(1,025)
Anzahl der Tilgungstermine = 25
Ry =Ry — T -1 = 200.000 60001’0252471 = 5.905,77€
24 = Itp 1 —1 = . . 0,025 = 9. )

Restzahlung = R4 - 1,025 = 6.053,42€

4) Ro=1250.000; ¢=1,05; n=40

—1
A=Ry-q"- 2
qn — 1
1,05 . 0,05
A = 250. L2 T 14, 4
50.000 T 050 =1 569, 54 €
22
—1
Rps = Ry-q — A2 =
q—1
09 1,05%2 — 1
250.000 - 1,052 — 14.569,54W =170.311,92€
35 —22 =13
1,053 .0,05
Apen = 170'311’92W = 18.130,69€

Erhéhungsbetrag = A,cn — A = 3.561,15€

5) Ratentilgung: Ry = 250.000; n=20; ¢=1,08
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T = @ = 250000 =12.500€
n 20

Ri2 = Ry — 12T = 250.000 — 12 - 12.500 = 100.000 €
Z192 = Ry -1 = (250.000 — 11 - 12.500) - 0,08 = 9.000 €
Ao = Z12+T =9.000 + 12.500 = 21.500€

6) Ry =100.000; A =10.000; ¢=1,075

Ty = A— Ry -i=10.000 — 100.000 - 0,075 = 2.500€

1 10.000
n—o8(as00) _ _los() g 465
log(1,075)  log(1,075)
Tilgungsdauer = 20 Jahre
19
-1
Rig=Ro—T; -2
q—1
1,075 — 1
= 100.000 — 2.500L =1.617,02€

0,075
Tso = Rig = 1.617,02€

Z20 = ng -l = 1617, 02 - O, 075
Zoo = 121,28€

Aog = Tao + Zog = 1.617,02 + 121,28 = 1.738,30 €

7) Ry =120.000; n=20; ¢=1,1
Ratentilgung: 7, = T

120.000
=6.000€
20

Ryp = Ry — 10T = 120.000 — 10 - 6.000 = 60.000€
Z10 = Rg i = (120.000 — 9 - 6.000) - 0,1 = 6.600 €
Ao = Z1o+ T = 6.600 4+ 6.000 = 12.600€

T =
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Annuitatentilgung: A,, = A

q"(qg—1) 1,120.0,01
A= Ry = 120.000————
O g — 1,120 — 1

A =14.095,16 €
T, = A— Ry -i=14.095,155 — 120.000 - 0,1 = 2.095, 155
Tio =T -¢° =2.095,155-1,1° = 4.940,26 €

= 14.095,155

10 _ 1 1 110 -1
Rigo=Ro—1% - 4 = 120.000 — 2.095, 155 ———
q—1 0,1
= 86.608,63 €

0,1
8) Ro=120.000; n=20-4=80; g¢=1+—~=1025

120000

= 1.500€
80

Ratentilgung: 7, = T'; T
Rayp = Rp —40-T = 120.000 — 40 - 1.500 = 60.000 €

Z40 = R3g -1 = (120.000 — 39 - 1.500)0, 025 = 1.537,50 €
Ago = Zyo =T =1.537,5+ 1.500 = 3.037,50 €

Annuitétentilgung: A, — A

80 80
1) 1,025% . 0,025
A=Ry- 1= 2 120,000 "% — 3483,1254. ..
0" Tgn =1 1,02580 — 1 ’
A =3.483,13€

Ty = A— Ry -i = 3.483,1254 — 120.000 - 0,025 = 483,1254 . . .
Tyo =Ty - ¢>° = 483,1254 - 1,025%° = 1.265, 58 €

40 40
¢t — 1 1,025%0 — 1
Ry =Ry —T, - = 120.000 — 483,13 >——
40 L | 0,025
= 87.435,80€

9) Ry =1.000.000; A =72.000; ¢=1,06
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a) 1Ty =A— Ry-i="72.000— 1.000.000 - 0,06 = 12.000

o log(#)
log(q)
_ loa(5on0) _ _los(6) _ g0 7y
log(1.06)  log(1,06)
30 volle Annuitéten sind zu leisten
b) abgel. Rest- Zinsen Tilgungs-  Annuitat
Jahr schuld rate
0 1.000.000 0,00 0,00 0,00
1 988.000 60.000 12.000 72.000
2 975.280 59.280 12.720 72.000
3 961.796,80  58.516,80  13.483,20 72.000
30 1,063 —1
€) Rszg = 1.000.000 - 1,06°° — 72.000W = 51.301,77
d) abgel. Rest- Zinsen Tilgungs- Annui-
Jahr schuld rate
30 51.301,77 . 72.000
31 0,00 3.078,11  51.301,77  54.379,88
10) Ry = 500.000; A =50.000; ¢g=1,08

a) 173 = A— Ry -i=50.000 —500.000 - 0,08 = 10.000 €

log(7)  log(5)
~ log(q)  log(1,08)
Es sind 20 volle Annuitéten zu leisten
20 1
q
q—1
= 500.000 — 10.000 -

b) Ry = Ry — 11 -

0,08

1,0820 — 1

=20,91...

=42.380,36 €
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c) abgel. Rest- Zinsen Tilgungs-  Annuitat

Jahr schuld rate

20 42.380,36 e . 50.000

21 0,00 3.390,43  42.380,36  45.770,79
d n=20; ¢=1,04

20 20
_ o 7 (g—1) 1,0420.0,04
A= Ry =55 7 = 500.000 - <=5r5— = = 36.790,88€

11) Ry =300.000; ¢=1,08; A =30.000;

a) Ty = A— Ry -i = 30.000 — 300.000 - 0,08 = 6.000
Clog(4r)  log(5)

= = =20,91...
log(g)  log(1,08) ’
Tilgungsdauer = 21 Jahre
11
—1
b) R :RO*Tl‘qqil
1,081 —1
= 300.000 — 6.000 - 00 200.127,08<€

Ty, =T -¢*° =6.000-1,08° = 12.953,55€

Z11 = A — Ty = 30.000 — 12.953, 55 = 17.046, 45 €
Ay = A =30.000€

g0 —1 1,0820 —1

= 300.000 — 6.000————— = 25.428, 21 €
qg—1 0,08 ’

Rog = Ry — 11 -

Ry =0
T21 = R20 = 25428, 21 €, Zgl = RQO . 0, 08 = 2034, 26 €
Aoy = Zoy + 1oy = 27.462,47 €

) n=20; T= 300.000 =15.000€

Ry = Rp — 11T = 300.000 — 11 - 15.000 = 135.000 €
Ty, =T =15.000; Z11 = Rio -7 =150.000-0,08 = 12.000€
A = Z11 + T =12.000 + 15.000 = 27.000 €




6.4 Losungen der Aufgaben von Kapitel 4 101

0,09
12) Ro=20.000; A=2.000; g=1+ =2 =10075

a) 171 = A— Rg-i=2.000—20.000-0,075 = 1.850€
A .000

log (Tl) _ log (£550)

log g log(1,0075)

Die Rate ist 10 mal zu zahlen

g% -1 1,007519 — 1

= —T . :2 . _1. N
b) Rio = Ry 1 1 0.000 850 0.0075

Z11 = Ryp-1=2862,97-0,0075 = 6,47 €
T11 = Ryip = 862,97€
Ay = Z11 +T11 = 6,47 4+ 862,97 = 869,44 €

c) Summe aller Zinsen = Summe aller Zahlungen - Ry
=10-2.000 + 869,44 — 10 - 2.000 = 869,44 €

n =

=10,43. ..

= 862,97€

13) a) K4 = 100.000 - 1,05* = 121.550, 63 €
¢ -1
qg—1
1,058 — 1

= 121.550,63 - 1,05% — 12.000 - o0 - 64.996, 33 €

b) R8=R0~q8—A~

14) Ry =300.000; n=20; ¢=1,06;

a) A= Ry - —— =300.000  —————
) Ry 7 —1 300.000 1, 0620 —1

ql(]_l
q—1
1,061 — 1

= 300.000 - 1,06'° — 26.155, 37 - 0 192.505, 74 €

= 26.155,37€

b) Rio= Roq'’— A

erlgu(qneu - 1)

10 __
1,091 0,09
— 102. g, 2000V
92505, T4 o

Erhdhungsbetrag = Aoy — 4 = 29.996, 26 — 26.155,37 = 3.840,89€

Ancu = RIO :

=29.996,26 €
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c) A=26.155,37
Ty = A — Rig - inen = 26.155,37 — 192.505, 74 - 0,09 = 8.829,85€

_ log(Tﬁl) _ IOg(28§812595,78357) —12.6
~ log(q)  log(1,09) 7

Erh6hung der Tilgungsdauer = (13 — 10) Jahre = 3 Jahre
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