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R. Brigola

1 Dielebniz-Formel in der Differentialrechnung

Die bekannte Produktregel (f - g)’ = f'g + f¢' fur die Ableitung des Produkts
zweier differenzierbarer Funktionen f und g lasst sich zur Leibniz-Formel fiir die
n-te Ableitung des Produkts hinreichend oft differenzierbarer Funktionen verall-
gemeinern (G.W.Leibniz 1646-1716). Zur geschichtlichen Orientierung: Einer-
seits in Europa zu dieser Zeit noch finsterster Aberglaube, Folter und Hexenver-
brennungen, andererseits die Anfange von Differential- und Integralrechnung und
Studium erster unendlicher Reihen und der dargestellten elementaren Funktio-
nen wie Exponential- und Logarithmus-Funktionen, trigonometrische Funktionen
usw., wie auch die Anfange der Physik und ihren Anwendungen.

Satz (Leibniz-Formel): Fur allen € N und alle n-mal differenzierbaren Funk-

tionen f und g gilt:
(f-9)™=> (Z) fPgtn=h.

k=0

Dabei bedeuten f(© = f, f1) = f’ die erste Ableitung, f*) die k-te Ableitung
einer entsprechend oft differenzierbaren Funktion f.

Beweis. Zum Beweis dieser Aussage - eine All-Aussage ber alle natirlichen
Zahlen - verwenden wir vollstandige Induktion:

1. Die Aussage ist richtig flir m=1, da gilt:
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2. Die Aussage gelte nun fur m € N (Induktionsvoraussetzung). Unter dieser
\oraussetzung ist zu zeigen:

m+41 m+1

k=0

Wir rechnen nun ganz analog wie beim Beweis des Binomialsatzes wie folgt:



3. Nach Induktionsvoraussetzung und der Produktregel fiir die erste Ableitung gilt
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Wie Sie sehen, ist damit alles geleistet.

2 Warum ist der Binomialsatz so wichtig?

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass aus dem Binomialsatz die Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion folgt:

¢’ e¥ =" (fiirallex,y € R).

Da in der Definition der Exponentialfunktion
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und allgemein von Potenzen

a® = e (fiir ¢ > 0 und alle 2 € R),

nur ganzzahlige Exponenten auftreten, ist damit das Rechnen mit allgemeinen
Potenzen auf das Rechnen mit ,,unendlichen Summen*“zuriickgefiihrt. D.h., man
rechnet mit Grenzwerten lim, ... s, von Folgen (s,).cn, deren Folgenglieder
endliche Summen etwa der Form

=D
k=0
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wie bei der e-Funktion sind. Dabei treten nur Zahlen mit ganzzahligen Exponenten
auf. Somit ist also eine ,.komplizierte abstrakte Zahl* wie e* dadurch erklart, dass
man sie ndherungsweise durch einfache Addition von Zahlen mit ganzzahligen
Exponenten erhdlt, die jeder leicht ausrechnen kann. Sie sehen hier schon ein all-
gemeines Prinzip in der Mathematik: Komplizierte Begriffe werden auf bekannte
einfachere Begriffe zurtickgefiihrt.

Ganz analog sind Logarithmen, trigonometrische Funktionen und ihre Umkehr-
funktionen als Grenzwerte endlicher Summen von Zahlen mit ganzzahligen Ex-
ponenten definiert. So sind zum Beispiel

In(1+ ) = lim Z k+1 (fir —1<x<1),

(fiir alle x € R),

cos(r) = lim g
n—oo

2k+l

sin(x) = lim Z (fur alle x € R).

Die Rechengesetze dieser Funktlonen sind allesamt begriindet durch das Rechnen
mit der Exponentialfunktion (Die Euler-Gleichung e’* = cosz + jsin(z) ver-
bindet ja die trigonometrischen Funktionen mit der Exponentialfunktion (L.Euler
1707-1783)). Genaueres hierzu erfahren Sie in dem spannenden, grundlegenden
Abschnitt Uber unendliche Reihen.

Probieren Sie einfach mal selbst gleich mit dem Taschenrechner aus
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r = Z ——und ry = Z(—l)k@k)!

k=0

zu berechnen und vergleichen Sie die erhaltenen Werte r; mit der Anzeige Ihres
Rechners fur ¢%2, r, mit der Anzeige von cos(0.2). Dann haben Sie eine Vorstel-
lung, wie die Generationen von Mathematikern, Physikern und Ingenieuren friiher
Uberhaupt Naherungswerte von Funktionen wie e®, cos(x) oder sin(z) berechnen
konnten (fleiRige Rechenarbeit bevor es Taschenrechner und Computer gab!), und
wie es heute in etwa per Computerprogramm gemacht werden kdnnte. Die exak-
ten Werte bleiben abstrakt (Grenzwerte der obigen Reihen im Beispiel), fur alle
Zeiten unbekannt, und erhalten dafur Namen wie %2 oder cos(0.2) im obigen
Beispiel.



