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Die Matrix-Exponentialfunktion
R. Brigola

Wir filhren filr quadratische Matrizen A die Matrix-Exponentialfunktionen e und
e (¢ € R) ein, Uberlegen einige ihrer Eigenschaften und verwenden sie zur
Losung linearer Differentialgleichungssysteme erster Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten.

M atrizen-Reihen

Definition. M, ,,(K) bezeichne die Mengealler (n xn)-Matrizen mit Koeffizienten
ausK = R oder K = C. Fir A € M, »,(K), A = (ai;)1<i,j<n, Wird wiefolgt eine

Norm eingefuhrt:
1A = O lag*)?.
1,7
aii
A1n
Die Abbildung A = (aij)1<ij<n — : bildet offenbar mit dieser Norm
an1
Ann

den Vektorraum M,, ,,(K) isometrisch auf den Vektorraum K™ mit der tblichen
euklidischen Norm ab. AuBerdem gelten fiir alle A und B aus Mn,n.(K) und x €
K" die Ungleichungen ||AB|| < ||A||||B]| und ||Az|| < [|A]|||z|| (Ubung).

Definition. Fur eine Folge Ay, = (aﬁf)) von Matrizen in M,, ,,(K) heif3 die Reihe

ZAk konvergent gegen A = (ai;) € M, »(K), wenn die Reihen Zaﬁf) fur
k=1 k=1
jedes Indexpaar (i, j) gegen a;; konvergieren.

Im Folgenden sei fiir jedes A € M, ,,(K) die Matrix A’ = E die Einheitsmatrix,

und D(Aq, ..., \,) bezeichne die Diagonalmatrix
A0 0
DO ) = | O !
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Satz 1. a) Wennfir A; € M, ,,(K) dieRei hez || Ax|| konvergiert, dann konver-

k=0
giert auch dieReihe > ~ A;.
k=0
o =1 .
b) DieReihee” = HA’c konvergiert fir alle A € M, ,(K).
k=0

. - 1 :
c) DieReihe et = Z EAktk konvergiert fir alle A € M, ,,(K) und allet € R.

k=0
Se heildt die Matrix-Exponential funktion.

oo
Beweis. a) Ist Z || Ax|| < oo, so hat man eine konvergente Majorante fiir jede der
k=0

Reihen Z \ag.“) |, da \az(?)| < ||Ag|| fur alle % ist. Damit ergibt sich die komponen-
k=0

o
tenweise Konvergenz der Reihe > ~ A;.
k=0
|Al»

b) Die Reihe 1 konvergiert gegen el Al weil || A*|| < ||A||® ist, konver-
k=0

: R N | : = 1 :
giert auch die Reihe Z HHAkH' Nach a) konvergiert also Z HAk‘ Ihren Limes
k=0 k=0

notiert man durch e4.

o0
. .. . . 1
c) Véllig analog zu b) erhalt man die Konvergenz fiir e =) EAktk'
k=0 "

Anmerkung. Es gibt keinerlei Anlass zu glauben, dass die Komponenten von e“*
wieder Exponentialfunktionen wéren. Dies ist auch in aller Regel nicht so! Man
vergleiche dazu das Beispiel am Ende.

Die explizite Berechnung von e bzw. e“* ist im Allgemeinen schwierig und mit
erheblichem Aufwand verbunden. Hierzu sei prinzipiell auf das sehr empfehlens-
werte Buch von H. Niemeyer und E. Wermuth [1] verwiesen und bemerkt, dass
Computeralgebra-Systeme wie Maple, Mathematica u.a. gute Unterstiitzung ge-
ben konnen. Hinsichtlich numerischer Algorithmen zur Berechnung der Matrix-
Exponentialfunktion sei auf die spater zitierte Arbeit von C. Moler und C. Van
Loan hingewiesen (siehe S. 8 unten). In Sonderfallen ist der folgende Satz 2 hilf-
reich.



Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion

Lineare Abbildungen A sind wegen Az, — Axo = A(x,, — o) genau dann stetig,
wenn sie stetig im Nullpunkt sind.
Fir eine feste Matrix B sind die Abbildungen X — BX und X — X B linear und
stetig auf A, ,, (K).

[e.e]

Eine Reihe Z Ay, konvergiert in M, ,(K) genau dann, wenn ihre Partialsummen
k=0

Sy = ZAk im dblichen Sinn im euklidischen Vektorraum M, ,,(K) = K"™"

k=0
konvergieren (komponentenweise Konvergenz).

Damit folgt: Konvergieren die .S,,, gegen S, dann konvergieren die BS,, gegen BS
und die S,,, B gegen S B flir m — oo. Also

i(BAk BZAk und Z (ApB) = ZAk
k=0 =

Satz2. a)lstD = D(\i, ..., \,) eineDiagonalmatrix, danniste” = D(e*, ... e*n).
b) Ist A beliebig und P invertierbar, dann gilt

P=lApP _ PleAp
Ist also A diagonalisierbar, dann ist auch ¢* diagonalisierbar.

Beweis. a) Mit D¥ = D(A}, ..., \F) folgt die erste Aussage des Satzes

o0

1
Zk— =Y DO/E,... /B = D(eM,. .. M),
k=0

b) Es gilt
(P7rAP)k = (P7AP)(P7'AP) ... (P71AP) = P~ tAFP,

und damit die Aussage b) des Satzes:

oo
1
priAr Z 3 (P P lAP)f = pleAP.
k=0
Ist P~*AP = D(\y,..., \,), dann ist
P7ledP = D(eM, ... &M,

d.h., mit A ist auch e”* diagonalisierbar.



Die Ableitung von et nach t

Wir zeigen, dass die Matrix-wertige Funktion e* von ¢ e R differenzierbar ist und
berechnen ihre Ableitung.

Satz 3. Fir A € M,,,(K) ist e komponentenweise differenzierbar nach ¢ und
esgilt

ieAt = Ae = 1 A.
dt

Beweis. Ist A% = (a§f>), dann sind die Koeffizienten in e konvergente Potenz-
oo
reihen Z Eagf)tk mit Konvergenzradius R = oco. Diese Reihen sind gliedweise

k=0
differenzierbar und ihre Ableitungen sind

~ 1 g =1
Z (k‘— 1)!aij t = Haij t.
k=1 k=0

Sie konvergieren wieder fir alle t € R. Daher ist

d 4 ~=1 ik g
&e —;)EA t—Ae .

Nach der Bemerkung vor Satz 2 gilt auch Aet = e4*A.

Die Funktionalgleichung fur die Matrix-Exponentialfunktion

Satz 4. a) Gilt AB = BA, dannistet8 = e4ef = eBe.
b) Fir s,t € Rund A € M, ,(K) gilt e?s1) = eAseAt,
c) Fur jedes A € M,, ,(K) ist die Matrix e invertierbar und es gilt

(eA)—l _ e—A'

Beweis. a) Gilt AB = BA, dann ist nach der Vorbemerkung zu Satz 2
BeAt = A B Fiir F(t) = (A5t _ eAteBt gilt dann mit der Produktregel beim
Differenzieren und den Vertauschbarkeitseigenschaften
F/(t) _ (A + B)e(AJrB)t - AeAteBt _ eAtBeBt
= (A+B) (B eMeBY) = (A4 B)F(1).

Damit ist F'(¢) die eindeutig bestimmte Losung des Differentialgleichungssystems
X'(t) = (A+ B)X(t) mit F(0) = 0. Daher muss F(t) = 0 sein fiir alle ¢t € R,

d.h.,
o(A+B)t _ (At Bt

Fir ¢t = 1 ergibt sich die Aussage a) des Satzes.
b) As und At sind vertauschbar, also gilt

eA(S+t) _ eAseAt _ eAteAs‘

c) Es gilt e*e™ = ¢ = E, also ist e invertierbar mit Inverser e 4.



1.
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2. Fur den Fall

= (0) o= (o)

kann man die zugehorigen Exponentialreihen einfach berechnen:

2
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Also Vorsicht, wenn AB # BA!

Anwendung bel der Losung linearer Systeme erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Man priift sofort nach, dass F(t) = et fiir A € M,, ,,(R) die eindeutig bestimmte
Fundamentalmatrix des Systems ' = Az ist, die F(0) = E erfullt:

F'(t) = AF(t).

Die Eindeutigkeit folgt aus dem entsprechenden Eindeutigkeitssatz fiir Anfangs-
wertprobleme des obigen Typs.
Damit erhdlt man die Losung eines Systems erster Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten der Form

¥ =Ax+y

fir A € M,, ,(R), Inhomogenitét y mit stetigen Komponenten und gegebene An-
fangswerte x(0) = z( durch Variation der Konstanten als

t
z(t) = ety +/ A=)y (s)ds.
0

Zum Beweis: siehe Vorlesungsteil Uber Gewdhnliche Differentialgleichungen.



Lineare Filter als Anwendungsbeispiel

Im Vorlesungsteil iber mathematische Grundlagen der linearen Systemtheorie (vgl.
auch [2]) werden wir sehen, dass eine groRe Klasse linearer Ubertragungssysteme
in der Elektrotechnik, die einen im Einzelfall spezifizierten Frequenzgang besitzen
sollen, auf die im Folgenden dargestellte Weise konstruiert werden kann:

Wir betrachten dazu das skizzierte Blockschaltbid aus Addierern, Integratoren und
Proportionalgliedern. Seine Komponenten konnen durch elektrotechnische Bau-
elemente (Operationsverstarker, Widerstande, Kapazitdten) nachgebildet werden.

f

Wir betrachten dieses Netzwerk als kausales Ubertragungssystem fiir Spannungs-
verldufe, das Eingangsspannungen f(t) in Ausgangsspannungen v(t) transformiert.
Als Anfangszeitpunkt fiir das Aufschalten von f wahlen wir t = 0 und setzen vor-
aus, dass das Netzwerk zur Zeit ¢ = 0 im energielosen Ruhezustand ist, d.h. alle
Anfangswerte seien Null.

Die Zustandsbeschreibung dieses Netzwerks durch ein System erster Ordnung bei
verschwindenden Anfangswerten lautet:

X'(t) = Ax(t) + cf(t)

mit x(t) = (zo(t), z1(t), ..., zm-1(t))T, c= (co,c1,...,cm1)’ und der Ma-
trix A

[ P, —
10 - —Q1
1
e )
0 1 0 —aym_o
I —am—1

Um konkreter zu rechnen, wahlen wir etwa
_ _ 03 _ _ _ 03 _ 2 _
m—3, Co—Q s 01—02—0, ao—Q 5 al—ZQ s CLQ—QQ.

Bemerkung. Mitdieser Wahl beschreibt das Netzwerk ein sogenanntes Butterworth-
Tiefpass-Filter der Ordnung 3 mit Grenzfrequenz 2/(27) (vgl. [2]).



Wir wéhlen als Eingangssignal eine Spannung f(¢) mit Trager Tr(f) C [0, o0]
(d.h., f(t) = 0 fiur ¢t < 0) und fragen nach der Ausgangsspannung zo(t) = v(t)
als zugehdorige Systemantwort. Die Zustandsbeschreibung lautet dann:

o 00 — To Q3 f
w1 l=11 0 —20? z |+ 0o |.
j?g 0 1 —-20 T2 0

Im vorliegenden Fall ergibt sich fiir die bendtigte Komponente ¢ 3; von et

ga1(t) = 3?122 <3e_m — 3¢ /2 cos (fﬂt) 4 /320 <th>>

Die gesuchte Ausgangsspannung ist die Faltung

P = /O O3 f(s)gs1(t — 5)ds

Die Leser mogen als Ubung mit den Mitteln der Linearen Algebra und mit Un-
terstiitzung durch ein geeignetes Computeralgebra-System die komplette Matrix
e bestimmen.

Bemerkung. Man kann auch andere Matrizen-Funktionen als die hier behandelte
Matrix-Exponentialfunktion einfiihren. Interessierte Leser seien dazu auf das Buch
[1] verwiesen.

Die L aplace-Transfor mation von e*

Wir zeigen im Folgenden, wie man die e¢** (fiir kleine Matrizen A) mit Hilfe der
Laplace-Transformation berechnen kann. Hierzu zwei Sétze als Vorbereitung:

Satz 5. Die Neumann'sche Reihe. Fir eine quadratische Matrix @ mit ||Q|| < 1
ist (F — Q) regulér und es gilt die Neumann'sche Reihendarstellung

-1 _ ZQk
k=0

Beweis: Aus (E — Q)x = 0 fur x # 0 folgt x = Qz und damit der Widerspruch
[lz]] < [1Q||||x]| < ||z]|- Alsoist (E — @) invertierbar.

Aus [[Q|" +|QII" +...+[1QI™ < 1QI" /(1 ~ |QI]) fiir n, k € N folgt mit
Satz 1 die Konvergenz der Neumann’schen Reihe. AuBerdem gelten

(E-QE+Q+Q*+...+Q") =E— Q"

so dass wegen ||Q" Y| < [|Q|" — 0 fiirn — oo
_ : k — i n+1 —
(B~ Q)(E+ lim ;Q )=FE~ lim Q E.

Daraus folgt die Darstellung von (E — Q)~! durch die Neumann’sche Reihe.



Satz 6. Resolventendar stellung. Fir eine quadratische Matrix A und alle A mit
Al > [lA]] gilt
1 1 =\ AF
-1 _ -1 _
(A-AE) =1 (E— A" = _ZW'
k=0

Beweis: Fir |A| > ||A]| ist ||A/A]| < 1. Aus (M/X\)~t = XM~ fir invertierbare
Matrizen M ergibt sich mit A/ = (A — AE)~! die Darstellung der Resolvente
(A — AE)~! von AimPunkt X als Neumann’sche Reihe.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass die Darstellung im vorangehenden Satz fiir
alle A gilt, die |\| > max{|\x| : A\x Eigenwert von A,1 < k < n} erflllen. Man
bezeichnet das genannte Maximum als Spektralradius r,(A) von A. Zu Details
siehe [1].

Die Laplace-Transfor mierte von et
Die Laplace-Transformierte £(f) einer Laplace-transformierbaren Funktion f mit
f(t) = 0firt < 0 notieren wir durch

£(H)(p) = / " f(t)erat.

Mit der Einheitssprungfunktion s(¢t) = 1 fir¢ > 0, s(t) = 0 fur ¢ < 0 ergibt
sich nun als komponentenweise zu bildende Laplace-Transformierte der Matrix-
Exponentialfunktion e**s(¢) die Matrix (pE — A) ™'

Satz 7. Fur eine quadratische Matrix A und alle p € C mit R(p) > || Al gilt
Als(t) = L7H(PE — A)7Y).

Beweis: Nach den obigen Vorbereitungen erhalten wir |p| > || A|| (ausreichend als
Voraussetzung auch R(p) > r,(A) nach der letzten Bemerkung), und damit

0 k ks 0 k
LeMs(t) = L (Z AtT(t)> =S %E(tks(t))

k=0 k=0
Ak k! 1 1
D g =P AT = )

Da die Komponenten der Exponentialreihe konvergente Potenzreihen sind, diirfen
sie gliedweise integriert werden.

Bemerkung. Wie man mit der Cramer’schen Regel erkennt, sind die Komponen-
ten der Matrix (pE — A) ! im vorangehenden Satz echt-rationale Funktionen. Da-
her sind die Komponenten von e“*s(t) Linearkombinationen von Funktionen der
Form tke“ts(t) mitk = 0,1,2,...und a € C. Mit dem Prinzip der analytischen
Fortsetzung ergibt sich daher aus der Berechnung von eAts(t) =L Y (pE-A)™h
auch die gesamte Matrix-Exponentialfunktion e*, ¢ € R beliebig.

Bei groReren Matrizen A benétigt man effektive numerische Algorithmen zur Be-
rechnung der Matrix-Exponentialfunktion. Als guten Einstieg in diese Thematik
empfehle ich die Arbeit

C. Moler, C. Van Loan Nineteen Dubious Ways to Compute the Exponential of a
Matrix, Twenty Five Years Later SIAM Review 45, No.1, 2003, pg. 3-49

( http://www.math.unm.edu/ kapitula/courses/math512/MatrixExponential.pdf )



Noch einmal lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die mathematische Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Zustandsvaria-
blen = eines linearen Systems erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten mit
Systemmatrix A, das sich zur Zeit ¢ = 0 in einem Anfangszustand z(0) = x
befindet und ab ¢ = 0 einer Stdrung y unterliegt (komponentenweise y(t) = 0 fir
t < 0) wird mit dem Dirac-Funktional ¢ beschrieben durch (vgl. [2])

7’ = Az +y + 0.

Gesucht wird (unter Ausblendung der Vergangenheit ¢ < 0) die Entwicklung des
Zustands fur ¢ > 0. Die Storung y kann im allgemeinen Fall auch eine Distribution
mit Tréger in [0, oo[ sein.

Ist y Laplace-transformierbar, dann ergibt Laplace-Transformation (im Sinn ver-
allgemeinerter Funktionen, vgl. Vorlesungsteil zur Laplace-Transformation) mit
X(p) = L(z), Y (p) = L(y) und der Regel fiir die Laplace-Transformation verall-
gemeinerter Ableitungen £(z') = pX (p) die Gleichungen

pX(p) = AX()+Y () + 2o
(pE—A)X(p) = Y(p)+ o
X(p) = (PE—A)"'(Y(p) + o).

Riicktransformation ergibt z(¢) als Faltung von e**s(¢) mit der Inhomogenitat
y(t) + xoo. Fur stiickweise stetige y(¢) und ¢ > 0 also

t
z(t) = eMs(t)wo + / Ay (r)dr
0

als eindeutige kausale Systemantwort auf die Storung y(¢). Die gleiche Ldsung
erhdlt man natirlich auch durch Variation der Konstanten.
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