Erginzung: Elementare transzendentale Funktionen

Man definiert e*, cos z, sinz auf C durch die Potenzreihen

z - z* = ko 22k . s ko p2kt1
® e = kzoﬁv cosz = kzo(—l) G Sinz = kzo(_l) BRI

Diese Reihen sind fiir alle z € C absolut konvergent. (Beweis mit dem Quotienten—Kriterium)

1.) Eulergleichung: Es gilt fiir alle z € C : ¢/ = cosz + jsinz

Beweis:
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b) Analog: GJ% — sinz und & +2€ +j € 26 = el*?
cos z sin z
2.) Man sieht an den Reihen: cos(z) = cos(—z), sin(z) = — sin(—z) fiir alle z € C.

3.) Man definiert coshz = 3 - (€* + €7%), sinhz = § - (e* — %)

o0

4.) Beziehungen zwischen trigonometrischen und Hyperbelfunktionen
cosh(z) = cos(jz), cos(z) = cosh(jz) (z€C)

jsinh(z) = sin(jz), sin(z) = —jsinh(jz)
(folgt sofort aus ® und 3.)).
5.) tanz = SB2cotz = S8Z tanh z = SBRZ = _jan(jz) cothz = $BP2 = jcot(j2)

6.) Die aus dem Reellen bekannten Beziehungen zwischen trigonometrischen bzw. hyperbolischen
Funktionen lassen sich siamtlich ins Komplexe iibertragen, insbesondere:
eF1tz2 — pZ1 . g?2
cos(z1 + z2) = cOS 21 - COS 23 — Sin 21 - sin 29
sin(z1 4 2z2) = cos z1 - sin 2o + oS 22 - sin 23
cos? z+sin®z =1 cosh? z —sinh® z = 1

7.) Mit 2 = x + jy und e* = €% - /¥ = €% - (cosy + j siny) folgen
) |e*| = ef® 2, insbesondere e* # 0 fiir alle z € C
b) arg(e®) = Im z
c) &€ =¢ (¢ = (e*)")

8.) Mit den Additionstheoremen 6.) und 4.) rechnet man leicht nach (Ubung!)
cosz = cosx - coshy — jsinz - sinhy (2 = z + jy), und | cos z|? = cos? z + Sinh2 Yy
Damit gilt cosz = 0 nur, Wenn z reell; damit Nullstellen von cos z fiir z = 5 +nm, n€Z
Entsprechend ist |sz:|2 = sin  + sinh® y, und Nullstellen von sin z fiir z = nm, n € Z

9.) et = e* = eft® 71 = eFe 22 ynd arg(e®) = arg(e®) <=
Re z1 = Re zound Im 21 = Im 29 + 27k, k € Z
# ist also einfach periodisch mit der primitiven Periode 27

Ahnlich folgt mit den Additionstheoremen aus 6.): cos z, sinz haben die primitive Periode 27;

tan z, cot z die primitive Periode 7 (wie im Reellen)



Komplexer Logarithmus

Wegen der 27j—Periodizitdt der Exponentialfunktion in der komplexen Ebene betrachtet man die Ein-
schrinkung der Exponentialfunktion auf den Streifen Rx] — 7, 7]

z=x+jy — e® - el € C\{0}
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In(lw|)  +jarg(w) = In(w) w=|w|- e/ ) arg(w) €] -, 7]

—_—— Umkehrabbildung
reeller Logarithmus
Diese Abbildung wird als Hauptwert des komplexen Logarithmus bezeichnet, hdufig notiert durch ,Ln(w)“.
Es gilt: Fiir z =z + jy e Rx] —m, 7] C C
In(e?) = In(e” - e?¥) = In(e”) + jy = + jy = 2
und fiir w € C\{0}, w = |w|- 728« —7 < arg(w) < 7

6ln(w) _ eln|w|+j arg(w) _ |(.<J| Ll arg(w) = w

exp: Rx]—ma]cC — C\{0}
z=x+jy — e =¢€" e und

In: C\{0} — Rx]—m,n]
w=|w|-el2e@)  — In(w) = In|w|+ jargw)

sind Umkehrfunktionen zueinander.

Wegen der 27j—Periodizitét der komplexen Exponentialfunktion erhélt man fiir jeden Streifen Rx]m -
(2k — 1), 7 - (2k + 1)] C C der komplexen Ebene als Bild ,eine Kopie“ C\{0}, (k € Z)
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Das Intervall {z|Im z €], 3]} wird dabei auf die Kreislinie |w| = 1 abgebildet.

Anders gesagt: zu jedem w € C\{0} gibt es abzéhlbar unendlich viele z mit e* = w wegen der
27 j—Periodizitidt der Exponentialfunktion.



Fiir w € C\R; (geschlitzte C-Ebene), w = |w| - ¢/ 28« —71 < arg(w) < 7, kénnte man daher auch

definieren
In(w) = In(|w|) + jarg(w) + 27kj € Rx|n(20 — 1), 7(2k + 1)[

Fiir £ = 0 spricht man vom Hauptzweig, andernfalls vom k—ten Zweig des komplexen Logarithmus.

Da auch Potenzfunktionen wie a®, x® mit der Exponentialfunktion definiert sind, ergeben sich bei
deren Fortsetzung ins Komplexe (d.h. komplexe Groflen a, x, «) und ihren Umkehrfunktionen analoge
Sachverhalte.

In der Funktionentheorie (=Theorie komplexer Funktionen) iiberwindet man die ,,Vieldeutigkeit*
von Funktionen wie In(z) usw., indem man als Definitionsbereich nicht mehr ein ebenes Gebiet wie C\{0}
verwendet, sondern sogenannte ,,Riemannsche Fldchen*.

Bei Interesse bzw. wenn von Thnen benétigt:

Studium von Literatur der Funktionentheorie, z.B.: Meyberg, Vachenauer; Band II, Kapitel 10
Ernst Peschl; Funktionentheorie
Freitag, Busam; Funktionentheorie
und viele andere mehr: siehe Bibliothek



