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Komplexe Zahlen

Problem: Viele Gleichungen haben in R keine Lésung.

x2:—1; /\30220.

z€R

Ziel: Ein gegeniiber R erweiterter Zahlenbereich, der die Lésun-
gen moglichst aller Gleichungen umfasst.

Praxisbezug: Mit ,Klimmziigen“ wiren komplexe Zahlen oft vermeidbar;
dann aber erheblich lingere, kompliziertere, fehlertréchtigere
Rechnungen.

Mit komplexen Zahlen und Funktionen werden Rechnun-
gen eleganter und iibersichtlicher.

mechanische/elektromagnetische Schwingungen.

1 Einfiihrung komplexer Zahlen
Ein (mdglichst kleiner) Zahlenbereich C,

e der R umfasst,

e in dem wie in R addiert und multipliziert wird,

e der die Losung von z°> = —1 durch ein ,neues* Element j € C\R, sog.

imaginére Einheit mit , enthélt,

hétte die Eigenschaften:
l.a+j-beC fallsa,beR

2.a+j-b=x+j-y<s=a=zANb=y
(Gleichheit zweier komplexer Zahlen)

3.(atj-b)x(x+j-y)=(axzx)+j-(bty)

4. (a+j7-b) - (z+j-y) = (ax —by)+j- (ay + bx)



a+j-b atj-b z—j-y
Catjy oty z—jy
ar+by . br—ay

= =17 . i 0
Zrge g (x+j-y#0)
Zu 1.)
Speziell b =0 ergibt die reellen Zahlen
a+j-0=a+0=acRCC.
Speziell a = 0 ergibt die imaginfren Zahlen
0+j-b=j-beC\R.
Zu 2.)
Aus a+j-b =z+j-y
= a—z = j-(y—0b)
= (a—2)?% = —(y—-0?=a—-ax=0Ay—>b=0
—— —_———
>0 <0

Aus a—z=0Ay—-0=0
= unmittelbar a+j-b=x+j-y

Zu 5.)
1—2j (1-2j)1—j) 1—j—2j+25°
_ S = —
1+ (1+75)(1—-37) 1—j
o -1-3j 1 3.
T 11 29/
1 —j —j .
@ - = QN = =]
® J j(=3) 1

Diese Eigenschaften zeigen, dass C wie folgt konstruiert werden kann:

Die Elemente der Menge R x R = {(a,b)|a,b € R}
mit den Rechenoperationen

(a,0) + (z,y) == (a+z,b+y)
(a,b) - (z,y) = (ax — by, ay + bx)

heifsen komplexe Zahlen.
Ihre Menge wird mit C bezeichnet.

Vereinbaren wir speziell (a,0) =a
Jj= (07 1)
(0,00=0 und (1,0)=1
2 =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1
e (a,b) = (a,0)+(0,b)
= (a,0)+(0,1) - (b,0)
= a+j-b

dann gelten

die Eigenschaften 1. bis 5.



In C hat jede quadratische Gleichung

2 +pr+q=0
mit p,q € R

zwei (nicht notwendig verschiedene) Losungen,

denn die ‘ quadratische Ergénzung ‘

o (5) = o (3)
x +px—|—(2 q+ 9
AN (2)2_

(x+2> - \g) ¢

N—_——

Diskriminante D
fihrt auf die Falle
1. D > 0: xm:—‘gi@eﬂ@

2. D < 0: xl,Z:f‘g:I:j-\/fDE(C

denn xlé +p-x12+4q =
P
1 Fjpv—D —(-D)-
p2
5+ Jjpv—D +¢q =
2
p
-2 4D =0
=5+
Bemerkungen:

e Formal ergibt sich fiir D < 0:

VD =/(-1)-(-D)=+v—=1-vV=D =j V=D

wobei fiir j das Symbol v/—1 (in manchen Biichern wird j = /-1

behauptet) und formal das Wurzelgesetz Va-b = /a - Vb fiir
a,b € R{ benutzt wurde.

Aber Vorsicht: Nicht etwa

1=Vi=y/(-1)-(-)=vV-1-vV=1=j-j=-1

e Spiéter zeigt sich:
auch Gleichungen der Form e* = —1 oder sinx = 2 haben Losungen in C.



2 Gaulssche Zahlenebene

e Reelle Zahlen kénnen umkehrbar eindeutig Punkten der Zahlengera-
den zugeordnet werden.

Geordnete Zahlexpaare (z,y) lassen sich als Punkte in der z, y-Ebene
veranschaulichen.
e Ebenso gilt fiir komplexe Zahlen:

Jeder Punkt (a,b) der Ebene mit kartesischen Koordinatensystem ist das
Bild genau einer kompleren Zahl z =a+ j - b.

Die Ebene heifit Gaufische Zahlenebene oder komplexe Zahlenebene.
Speziell liegen

Punkte zu a + j - 0 = a € R auf der reellen Achse ,,Re 2*

Punkte zu 0+ j-b=j-b ¢ R auf der imaginiren Achse ,,Im z.

Imz

Y

0 Rez

Dariiber hinaus werden komplexen Zahlen z # 0 oft ,,Zeiger“ zugeord-
net, die — wie Ortsvektoren — stets im Ursprung beginnen:

wZeigerdarstellung komplexer Zahlen*.
Imz

0 Rez

Vorteil:
Einfache Darstellung einiger Rechenoperationen und schnelles intuitives Ver-
stdndnis von Zusammenhéngen moglich:

Addition 21+ 29

(wie bei Vektoren, vgl. Krifteparallelogramm)



Im 2z

21+ 29
<2

21

0 Rez

Multiplikation a - z,a € R

Zeiger zu z wird verkiirzt (Ja| < 1) oder verldngert (|a| > 1); ggf. auch Rich-
tungsumkehr (a < 0).
Imz

2z

Rez
1

Multiplikation j - 2
Ausj-(a+j-b)=-b+j-a
= Drehung des Zeigers zu z # 0 um +90°.

1
Analog: —z = Drehung des Zeigers um +270° bzw. —90°.
J



Im z

S
1

[ Y S

Rez

Ungleichungen:

Punkte in der Gauf-Ebene und folglich komplexe Zahlen lassen sich nicht
linear anordnen.

Es gibt keine Ungleichungen im Komplexen.

j>0 = j-j>5-0=—-1>0?
-j<iJ
2j >j

ist alles sinnlos !



3 Weitere Grundbegriffe

¢ Real- und Imaginérteil
Fir z =a+ j - b € C nennt man
a € R den Realteil von z,

beR den Imaginéirteil von 2.

Schreibweisen: a = Re (z) = Rez,

b=1Im(z) =Imz.
Dies entspricht den Bezeichnungen fiir die Achsen in der Gaufi-Ebene.

e Normalform

Die Darstellung einer komplexen Zahl in der Form z = a + j - b heif$t ihre
Normalform.

Weitere Darstellungsformen siehe Abschnitt 4.
e Konjugierte

— Die Zahl z* := a—j-b heifit die zu z = a+j-b konjugiert komplexe
Zahl.

— Die Zahlen z und z* bilden ein Paar konjugiert komplexer Zah-
len.

Im z

Rez

*

—b - z

Statt z* ist auch Zz iiblich.

Eigenschaften und Rechenregeln:

1. (") ==z
2. Re(z) = %(erz*)
Im(z) = %(z—z*)

3. 2=2" <= zcR

*

z=—2% <= 7z liegt auf der imaginéren Achse, z = jIm (2)

4. z-2* =Re? (2) + Im? (2) > 0



5. (21 29)" = 27 £25

* * *
(21 22) = 212
z21\" z2*
1 1 .
— = fiir z0 #0
Z2 z*

fiir alle n € Ny, wobei 2% := 1 fiir z # 0

Nr. 2 ist beim Programmieren niitzlich; viele Sprachen kennen keine komplexen
Konstanten und Variablen.

Nr. 4 haben wir bereits benutzt:

2 _aczmt
— = = Normalform (Nenner pos. reell!)
Z9 z9 2’2*

Nr. 6 ergibt sich durch vollstindige Induktion:

o« () = () e
(Zn . Z)* — (Z*)nJrl —
(2 Thy* (z*)" ! fiir alle z # 0
Schule: /\ a> b= (a+b)-(a—0)
a,beR
FH: N @®+b*=(a+j-b)(a—j-b)
a,beR

Fiir welche x € R gilt bei z = cosx + j - sinz gilt

a) z=2"7
b) z=—-2"7
1
c) Z:z_*?
a) z=2z" < sinz =0

= r=k-m mit EcZ
b) z=—-2" <= cosz =0
T

= x:(2k+1)2 keZ

1
c) z=— = z-2"=1
z
— cos’z+sinlz=1
<= z € R beliebig

In welchem Gebiet G der Gaufi-Ebene liegen die Punkte zu den komplexen
Zahlen z, welche die Bedingung

Im(z*+z> <1
Z*—z




erfiillen ?

Mit z=ax+7-y

. 2
:>Irn(z +Z>Im( x_); y#0
¥ —z —2jy

Also:

y>x, wenny >0
y<z, wenny<O0

Im 2z

e

G

\/\\

Betrag

Komplexe Zahlen lassen sich nicht anordnen.

Durch den ,Betrag einer komplexen Zahl “ wird jedem z € C eine nicht-negative
Zahl zugeordnet.

Diese Betréige lassen sich linear anordnen.

Fiir z € C heifit

|z :=Vz-2* = \/Re2 (2) + Im? (2)

der Betrag von z.

Anschaulich:

|z| ist der Abstand des Punktes zu z vom Ursprung, d.h. die Linge des Zeigers
zu 2.

Im 2

K

[ [——

Rez

Ne)



Pythagoras: |z| = Va2 + b2

=i ) =Vi=1
I3+4j|=+32+42=5

|cosp + 7 -singp| = 1/cos? ¢ +sin? ¢ = 1
fiir alle ¢ € R

Eigenschaften und Rechenregeln

1. 2| =0 <= 2z=0

2. || =]

3. |21+ 22| = |21] - |22

4. |24 :‘Z—1|mitzQ7$0
Z9 ‘Zg|

5. 21 + 22| < |21 + |22]
Dreiecksungleichung
(Abschitzung von |z; + 22| nach oben)

n n
> =] <Dl
k=1 k=1

6. |21 — 22| = Abstand der Punkte zu 2z, 25

Nur Nr. 5 wird hier gezeigt.
Beweisen Sie die restlichen Eigenschaften!

Beweis der Dreiecksungleichung:

|21+ 22* = (214 22) - (21 +22)" = (21 + 22) - (21" + 227)
= 2121 F 2129" 2021 4 29297
= |21|2 +2120" + 217 2 +\22|2
—_——
o
Mit @ = z120" + (2122%)"
= 2-Re(z1 - 22%)
< 2 \/Re2 (21 - 22%) +Im? (21 - 2p%)
a < 2|zt =2z - 227 = 2|21 - |22]
= |21+ 22> < |al?+ 20z 2] + |2

(Iz1l+]221)?

Also:

|21 + 22| < |21] + |22]

10



Im z

Rez

|21 + (—1) - 22
[21] + [(=1) - 22| = [z1] 4+ | = 1] - [22]
|21] + |22

|21 — 22|

NN

Gesucht ist die Kurve in der Gaufischen Ebene, auf der die Punk-
te zu

z=2-(cost+j-sint)
mit ¢ € R liegen.

Aus z=ax+j-y=2cost+j-2sint
= x =2cost
y = 2sint
= |z =2+y* =4 (cos’t +sin’t) =4

D.h. z beschreibt den Kreis um den Ursprung mit Radius r =
|z| = 2.

In welchem Bereich B der Gaufsschen Ebene liegen die Punkte zu z mit

Imz
2
1
\ 1 2 Rez
B

Firz=a+j - y=y<1IAl < Va2 +y2 <2

11



4 Polarform komplexer Zahlen

Diese heifst auch trigonometrische Form;
ermoglicht e geometrische Deutung der Multiplikation und Division kom-
plexer Zahlen,

e einfache Berechnung von Potenzen komplexer Zahlen,

e clegante Behandlung periodischer Vorgénge (Schwingungen,
Wellen).
Entsprechend den (bereits bekannten) Polarkoordinaten (r, ) ist jedes z # 0
festgelegt durch:

e Linge r = |z| des Zeigers zu z,
e Winkel ¢ zwischen der Polarachse (positive reelle Achse) und Zeiger zu z.

Mit ¢ = |z|-cosg

y =|z|-singp

=2z =x+7jy
= |z| - (cosp + j - singp)

Im 2z

1
I
1
I
1
I
1
T

0 Rez

Wegen 27-Periodizitét

sin(p + k-2m) = sing
cos(p+k-2m) = cosp, keZ

ist ¢ nicht eindeutig bestimmt.
Man legt fest:

e Die Darstellung einer komplexen Zahl z # 0 in der Form
z=lz] - (cosp +j-sinyp)
mit —7T<e<7
heifit ihre Polarform.
e © = arg z wird das Argument oder die Phase von z genannt.
e Fiir z = 0 ist ¢ unbestimmt; Sie haben freie Wahl.

Ublich ist auch 0 < ¢ < 27 sowie ¢ = arc z (Arcus von z).
Zur Umrechnung
Normalform < Polarform:

12



e Gegeben die Normalform z =z +j-y #0
=r = |z|=v22+y2>0
arccos f, falls y > 0
r
x
—arccos —, falls y <0
r

mit arccos die Umkehrfunktion zu cos ]
0,7

e Gegeben die Polarform z = |z| - (cos¢ + j - sinp)

=x = |z|-cosp
y = lz]-sing
1 = 1-(cos0+j-sin0)
. O
Jj = 1~(cos§—|—]~sm§)
1+ V2 - (cos45° + j - sin 45°)

—2+43j = 3,6 (cos123,7° 4 j - sin 123,7°)
da |z] = V44+9~3,6

—2
= +arccos | — | =~ 123,7°
v <¢13>

z=2-(cos60° — j - sin45°) ist keine Polarform von z.

1 1
Mit z = 2.(5—3'-5\/5):1—;%\/5

1,7 (cos(—54,7°) + j - sin(—54,7°))
da|z] =vV1+2~1,7

@ = —arccos — ~ —b4,7°

V3

=z

Q

In Technik iblich:

[ = cosp+j-sinep
sprich Versor ¢.

Mit diesem Symbol heifit z = |z| /¢ ,Betrag von z Versor ¢“.
Eigenschaften und Rechenregeln

1. cos(p+k-2m)+ 7 -sin(p+ k- 2m)
=cosp+j-sinp (2w — Periodizitét)

2. |cosp+j-sinp| =1 fiir alle p € R

3. Aus 2 = 2] - (cosp +j -sinp) = |2] [
= 2" =|z] - (cosp —j-siny)

= |2| - (cos(—¢p) +j - sin(—¢)) = |z /=¢

13



4. Fir 2z = |z1] - (cosp1 +j-sing) #0

Zo = |22| - (cosa +j-singy) #0
gilt 2125 = |21] - [22] - [cos(ip1 + 2) 4 j - sin(p1 + )]

= |z1| - |z2] 1+ 2

z z . .
md 2= 2 [cos(p1 — 2) +j - sin(p1 — ¢2)]
zZ9 Z9
z
= ﬁ P11 — P2
2

Merke: Bei Multiplikation werden

die Betridge multipliziert,

die Phasen addiert.

Bei Division werden

denn — =

die Betrige dividiert,

die Phasen subtrahiert.

21 21 25 21 25

2o zo-25  |zf?
21||z2 . ..
= | |z|2|2 | - (cosp1 4+ -singr) - (cospa — j - sings)
= Z—ll - (cos 1 oS o + sin 1 sin Y + j(Sin @1 cos Yo — sin Yy cos 1))
2
_ &l o
=l (cos(p1 — p2) + j - sin(p1 — 2))
21
fiir 214522 7& 0

Geometrisch bedeutet 27 - 29 eine

Drehung des Zeigers zu z; um 5

und

Streckung des Zeigers zu z; mit |22|, sogenannte Drehstreckung.

2= 1—j=+v2,/-45°
29 = 14j-v/3=2/60°
o 21 \/é o
Z 20 = 2V2/15°%; — = —105

Z2

14



Imz

Zwischenresultat

|z1] 1+ @2

/ Z1 22

21

hier:

Rez

1. Drehung um +60°,
2. Streckung mit Faktor 2.

2’2 = 2z

= [2|*[cos(p + @) + j - sin(p + ¢)]

= |2I* 2¢

Offenbar gilt allgemein:

Z’IL

|2|™ - (cosnp + j - sinny)

= |z|" /ne

firz#0undneN

(Gesetz von Moivre)

Kann leicht mit vollstdndiger Induktion und Produktformel gezeigt wer-
den; siehe auch den néichsten Abschnitt.

Speziell

(1-5)°

= {\/5 {cos(—%) +J- sin(—%)} }6

s [cos (—%) +J - sin (_%ﬂ)]

= 8- (044-1)
= 8j

15



5 Exponentialform komplexer Zahlen

Roter Faden:
e Einfithrung der komplexen e-Funktion e’®
e Zusammenhang mit cosz + j - sinx: Euler
e Exponentialform

e Beispiele: Moivre, harmonische Schwingungen

e €’*: Von den »~Reihen® her ist die reelle e-Funktion bekannt.

fir alle x € R.

Spiter (Taylor-Reihen) wird gezeigt:

cosr = Z(—l)k eIl
sinx = Z(fl)k : 2T

Diese Reihen sind sehr &hnlich.
Wesentliches von cos z, sin z ,steckt* in e”.
Gibt es einen Zusammenhang ? Ja!
Herleitung:

1. Erweiterung des Konvergenzbegriffs reeller Reihen auf komplexe Rei-
hen:

(ag + 7 - bg) mit ag, by € R fiir £ =0,1,2,. ..

NE

>
Il
o

heifit konvergent gegen a + j - b € C, genau dann, wenn die reellen
Reihen Z ay, und Z by, konvergieren.

k=0 k=0
Dann gilt

NE

(ak+j-be) = > ax+j-Y bp=a+j-b.
k=0 k=0

>
Il

0

16



2. Fortsetzung von e ins Komplexe durch (zunichst formales) Ersetzen
von x durch j - x:

j SR LR
Jjr . _ — R
€ ‘_Z k! _ZJ k!
k=0 k=0
1,2 'xB 4
:1+]'I—§— y"f‘ﬁi

Die Reihe zu ¢’® konvergiert fiir beliebige € R, denn fiir Partialsummen

gilt:
2%1 (] .gj)k _ i ﬁ . ﬁ _ n (_1)n ngn
= k! B 20 4 (2n)!
o - p2n+1
- =4+ —=—...+(-1)" —
+J {"” TR I (2n+1)!]
n 22k n p2k+1
= 2V Gt Y G
— (2k)! = (2k + 1)!
ln— oo ln— o0
cosx sin x

Der angekiindigte Zusammenhang liegt vor und heifit

e Eulersche Formel:

e/ =cosx+j-sinx mitx €R
Bemerkungen:
e 9% = cos(—x) + j - sin(—x)
= cosx —j-sinx

Allgemein wird die komplexe Exponentialfunktion definiert durch :

z . “ .
e = Z ik eC
k=0
mit den Eigenschaften:

1. die Reihe konvergiert absolut fiir jedes z € C,

2. es gilt die Funktionalgleichung
e? e = e*T fiir alle z,w € C,

denn in C wird wie in R gerechnet, so dass Binomialsatz, Produkt absolut
konvergenter Reihen, Quotientenkriterium usw. wie in R gelten und die Beweise
exakt wie fiir e im Reellen gefiihrt werden kénnen.
Nun Polarform z = |z| - (cosp + j - sing)

-+ Euler
=

17



Exponentialform komplexer Zahlen

z=|z|-¢/? mitp=argz.

Jetzt wird das Rechnen in C sehr leicht.

Im z
|z] ‘sing q==========— Iz:|z|~ej‘P
|
1
|
O I
|
i I
T
0 |z| - cos @ Rez
e Beispiele:
22y = |Z1| Lol |22| Lol — ‘Z1| . ‘Z2| .ej(sol+w2)
1 ‘Zl| e |Zl| J(p1—p2) i
—_- = ————=-—¢ mit 21, 2 0
7 |ZQ|'€J¢2 |22| 1 27&
= [l (@) = [l

=|z|" - (cosnp +j-sinng) firz#0,n€Z

Speziell fiir |z] =1 =
Moivre-Formel:

(cosp + j-sing)™ = cosny + j - sinne fir alle n € Z

eV = e¥=1
/™ = cosm+j-sinm=—1 dm+1=0
T = ()" =(-1)"; nezZ
j s ... T .
e’2 = cos——l—j-sm§:]
ez+j<n-2ﬂ' — ez_ej<n27r
= e%. (ejTI')QTL
— ez . (_1)2n
=¢e;2eCne’z

(27j- Periodizitdt der komplexen e-Funktion)

el? —eJ¥  cosp+j-sing — (cosp —j-sinep)
2j a 2J
= sing
el e I¥ _cosp+j-sinp+cosp—j-sing
2 B 2
= Ccos¢

18



= (V2. /47)0
— 8. J270°
— 8.l (—270°+360°)

—~
—_
|
.
~—
[=2]
|

— 8. —gj

9
(%)

_ efj67r _ e](767r+67r)

= eO:]_

—
l\Dl‘H
<
[ S
~—

e}
Il

Aus (cos @ + j - sin@)? = cos2¢p + j - sin 2¢

= cos? g —sin? ¢ = cos2¢p
fiir die Realteile
2-sinp-cosp = sin2p

fiir die Imaginérteile

Aus %1 . ele2 — ilpite2)

d.h. (cosyy + 7 -singy) - (cos s + 7 - sings)
= cos(p1 + p2) + 7 - sin(p1 + ¢2)
= COS (1 - COS (o — Sin ¢ - sin g
= cos(p1 + p2) fiir die Realteile
COS 1 - sin g + €Oos Y2 - sin 1
= sin(y1 + @2) fiir die Imaginirteile

Vertraute Formeln aus der Schulzeit.

Praxisbezug;:

Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen
gleicher Kreisfrequenz w und Schwingungsrichtung:

x1(t) = &1 -cos(wt + p1) = Re (&7 - ej(wt+¢1))
x9(t) = Zo-cos(wt + po) = Re (i - ej(thrg;Z))

x(t) = xi(t) + xa(t)
= Re (;f;l . ej(wt-HPl) + .’i‘g . ej(wt+gp2))

z(t)

mit der komplexen Schwingungsfunktion

g(t) = (jf;l . ejSal + .%2 . ej<P2> . ej“-’t

In techn. Lit.: komplexe Gréfien werden unterstrichen.

Faktor ¢/": es entsteht wieder eine harmonische Schwingung dersel-
ben Kreisfrequenz w.

19



Klammerausdruck:
i'l . eJ<,01 + i‘g . eJ<P2 =7 eJ%’
wobei Z: Amplitude

¢: Nullphasenwinkel
der resultierenden Schwingung.

Mit
%1 - (cospy +j-singy) + Lo - (cospa + j - sings)
= Z1 - oSy + &2 - cospa +j - (&1 - siny + Ta - sin pa)

Z-cosp I -sing
= I -COS(p =1 -COSp1 + To - COSPs
T -sinp = &1 -sin oy + T2 - sin o

Quadrieren und addieren:

3?2 = ;%? + ;%3 + 22129 - (cos @1 €os @2 + sin @7 sin @)

cos(p1 — ¢2)

T = +\/§L‘% + i‘% + 22129 - COS((pl — @2)

ia_eﬂp
O

Aus Zeigerdiagramm und Umrechnungsformel (Normalform < Polarform)

=
21 - COS (1 + To - COS P2
@ = S -arccos -
T
mit S :=sign (&1 - siny; + & - sin 9)
Also:

z(t) = Re (g(t)) '
= Re(2el? - el
= Re (& - &/ @HH9))

x(t) = & - cos(wt + @)

20



Bemerkungen:

e Zeigerdiagramm beschreibt Schwingungszustand zur Zeit ¢ = 0.
Zeiger zu I - €71 39 - €7%2 3. €/% heifen Festzeiger,
ihre Lage ist zeitlich unverdndert (fest).
o Zeiger zu &1 2 - ej(‘”t""mz), & - ¢/(“t%) heifen Drehzeiger,
sie rotieren bei laufender Zeit ¢ gleichmé&Rig (w = konst.) um den Ursprung.

Thre Projektion
auf Re z stellt die jeweilige harmonische Schwingung x1 2(t), z(¢) dar,

auf Im z beschreibt — um g phasenverschoben — ebenfalls die Schwingun-
gen.

e Praxis: z.B. Uberlagerung zweier Spannungen durch raumlich ver-
schobene, in Reihe geschaltete Stédnderwicklungen einer
Synchronmaschine.

6 n-te Wurzeln einer komplexen Zahl

Wir kennen die im allgemeinen komplexen Lésungen von
w?>=a mitacR:
a>0: w = +a, wy=-—va
a<0: w =j7-+l]al, wa=—j-+/|a
Wir suchen nun die komplexen Lésungen von

z.B. w? = j,

allg. mit n € N,z € C.

Wir nennen jede Zahl w € C,
fiir die w™ = 2 gilt,
eine n-te Wurzel aus z.
Wir wissen w = |w]| - e/*
Z:|Z|-ej¢:|Z|~ej(¢+k'27r); kecZ.
Dies fiihrt zu
W = 2 & |w|n Ledna — |Z| .ej(ga+k.27r)
e Vergleich der Betrige:
lw|™ = |z|, d.h. |w| = {/|z] €R
e Vergleich der Argumente:

2
n-ar=p+k-2m, d.h. ak:%—kkl

n
Fir £k =0,1,...,n—1 gibt es n verschiedene Winkel o}, und zugehorige
n-te Wurzeln wy, wq, ..., wn_1.

Fir k =n, n+1,... gibt es bereits erfasste Wurzeln; z.B. fiir &k = n:

wy = {f]e] -G
= 1n/|z‘ .ej% :wo
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e Resultat:

Die Gleichung w" = z mit z = |z| - ¢/? # 0, n € N hat n Losungen

wy = \”/|z\~ej(%+k2%) firk=0,1,...,n—1.
wr=1=1.¢"°

V1O =01

W =
=1-¢0=1

wy = - e =

wp = 1" =-1

w® = 1 hat die Losungen

w, = V1-dOHRE) . =0,1,2

wy = ¥ =1

B

o 1
w, = &/F :cosl20°+j-sin120°:—§ +i—

S

Ax 1
Wy = oI = €05 240° + j - sin 240° = D) *j7

also wy = wi.

Imz

wWo

0 Rez

w2

Anschaulich: Losungen liegen auf Kreis um 0 mit r = {/|z|,

bilden fiir n > 3 regelmaifiges n-Eck.

wt=—-1=¢&"
wy = \4/I~ej(%+k‘%); k=0,1,2,3

B S

’ V2 V2

PR W

: BRIV )
wy = ITTT) — oIT o7 — _woz_ﬁ_]
wy = /T = JF T = —w1:+i— j

Sl=sl-



Im =z

w1 Wo

Rez

w2 w3

Beachte auch hier: wy = wj
wsg = W

S
I
S

CIETRE) . k=01

Sl
|

J

i s%

Man beachte hier: wq # w}
Suche alle Losungen der quadratischen Gleichung
22+ pz+q=0.
e Falls p,q € R, dann gilt bekanntlich

(siehe Abschnitt ,Exponentialform komplexer Gleichungen®)

. P2
tD:= (—) —q:
mi 5 q

212 = —B:I:\/E, wenn D > 0
219 = —§:I:j-\/—D, wenn D < 0

)

e Falls p, g € C ergibt quadratische Ergénzung

(+5) =) -
)

Mit D: = (g —q=|D|-elepthk2m)
=2z = _§+ |D|-eijD

2 = _§+ D] - /(P4
- _g_\/ﬁ.eﬁ%’

21,2:_%9:‘: ‘D‘ejvTD

Darin ist obiger Fall enthalten.
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7 Komplexe Polynome,
Fundamentalsatz der Algebra

Wir wollen hier
e Komplexe Polynome P(z) einfiihren,

e auf deren Nullstellen eingehen (weil sie auch die Lésungen der zugeho-
rigen algebraischen Gleichung P(z) = 0 sind),

e Polynome ,in Linearfaktoren zerlegen® (weil man dies z.B. bei der
Integration von Polynombriichen bendétigt).

In Analogie zum reellen Polynom definiert man:

1. Fir n € N und
ap,ai, - .. ,a, komplexe Zahlen mit a, # 0
heift die Funktion

P:C — C mit
n
P(Z):Zak.zk:an.zn+an_l.zn71+”.+a0
k=0

komplexes Polynom n-ten Grades mit (im Allgemeinen) komplexen
Koeffizienten ay.

2. Die komplexe Zahl z; heift Nullstelle von P(z), wenn P(z;) = 0 ist.

3. z1 heifit k-fache Nullstelle (oder Nullstelle der Vielfachheit k), wenn es
ein Polynom R(z) vom Grad n — k gibt mit der Eigenschaft

P(z) = (z—2)" - R(z) mit R(z) #0.

Den Faktor (z — z1) nennt man Linearfaktor.

Wieviele Nullstellen hat P(z)?

Dies beantwortet der Fundamentalsatz der Algebra.
Er kann so formuliert werden:

n
Jedes Polynom m-ten Grades P(z) = Z ay, - 2% mit (i.Allg.) komplezen Koeffi-
k=0
zienten ay kann ganz in Linearfaktoren zerlegt werden:

P(z) = ay- ﬁ (z —2)
=an-(z—21) (z—22) ... (2 — zp).
Die (i.Allg.) komplexen Zahlen z1, 29, ..., z, sind die Nullstellen von P(z) und
brauchen nicht alle verschieden sein.
Wie findet man 21,25,...,2, 7

Mit numerischen N&herungsverfahren auf dem Computer.
Manchmal — hier ausgewihlte Ubungsbeispiele —
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helfen das Raten von Nullstellen und
die beiden folgenden Sétze:

1. Sind alle Koeffizienten a; reell und ist z; eine Nullstelle von P(z),
dann ist auch 2] eine Nullstelle.

2. Ist z; eine Nullstelle, dann fiihrt die ,Abspaltung des Linearfaktors® (z—z1)
durch Polynomdivision zu einem Polynom R(z) vom Grad n — 1.

Denn 1. P(z}) = Y ax-())f = > ar-(2f)
k=0 k=0

=D ai- (=) =) (k- a)”
k=0

. k=0
(Zak-zf> =0"=0
k=0

2. folgt unmittelbar aus Fundamentalsatz; es verbleibt ,nur noch®* das
Auffinden der n — 1 Nullstellen von R(z).

P(z) =2 — 4224622 — 42 +5

e Erraten: z; = j ist eine Nullstelle; Probe durch Einsetzen.

o Alle aj reell = 25 = 2] = —j
ist eine weitere Nullstelle

¢ Polynomdivision:

P(z) 2t 424622 — 4245
(z—21)- (2 — 22) (z—=3)-(z+17)
(2 —42* 4622 -4z +5): (P+1)= 22 —4245
24 + 22 R(z)
—423 +522 —4z 45
—423 —4z

522 + 5
52° + 5
0  (Kontrolle !)
e R(z) = 2% — 42 + 5 hat die Nullstellen 234 = 2+ j

e Resultat ist die Linearfaktor-Zerlegung

Pz)=(2=7)-(z+7)-(=2-7j)- (=2+])

Bemerkungen:

e Vorgehen bei Linearfaktor -Zerlegung:

Auffinden einer Nullstelle z; von P(z),

Zerlegung P(z) = (2 — z1) - Rn—1(2),

falls n — 1 > 1: Ermittlung einer Nullstelle z
von R,_1(2),

Zerlegung P(z) = (# — z1) - (2 — 22) - Ry—2(%), usw.
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e Kenner wissen: mit dem Horner-Schema werden die Rechnungen iiber-
sichtlich, 6konomisch und programmierbar.

e Vorlesung mit Ubungen ,,Numerische Mathematik* als Wahlfach/Wahl-
pflichtfach in héheren Sernestern?

8 Ortskurven

Treten in physikalisch-technischen Anwendungen auf
(insbesonders E-Technik, Regelungstechnik),

beschreiben komplexwertige Funktionen z(t¢), die nur von einem reellen
Parameter t (z.B. Zeit, Frequenz) abhingen,

geben — in der Gaufischen Ebene dargestellt — einen guten Uberblick iiber das
Verhalten von z(t) fiir einen Parameterbereich I.

Definition
Der Graph einer komplexwertigen Funktion

z: I —-C mit ] CR
und 2(t) = z(t) +j - y(t),
x,y stetige reelle Funktionen

in der Gauischen Ebene heifit Ortskurve.

Imz

(1)

0 Rez
Ortskurve = Bahnkurve, welche die Spitze des Zeigers zu z(t) durchliuft.
z(t) lasst sich auch in der Form

2(t) = |z(t)] - (cosp(t) +j - sinp(t))
= )]
——
r(t)
darstellen.
2(t) ==z(t) + - yo
hat als Ortskurve eine Parallele zu Re z,

z2(t) = o +j - y(t)
hat als Ortskurve eine Parallele zu Im z,

2(t) = 21 + f(t) - 22 mit 21,20 € C, f: [ — R stetig
hat als Ortskurve eine Gerade oder Teil einer Geraden.
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Speziell:

2(t) =21+t 22 mitteR:

Gerade,
lineare Skala
t=20
_1 “1
0 Rez

2(t) =2 +1% -z mitt € RY:

Im z V2

1
\
0 \ Halbgerade,
\\ quadratische Skala
Z1 \
\
22
0 Rez

2(t) = z; +sint - zp mit t € Ry

Im 2
S K T br
trecke /\ 5 9"
0,m,... N
3 Tmw \\
a0 a0 “1 \
272 \
z2
0 Rez

Lineare, harmonische Schwingung, wenn ¢t — w - t mit w = konst.

2(t) = r. eIt

mit r,w > 0, tER(J{

hat als Ortskurve Kreis um 0 mit Radius r, da |z(t)| = r = konst.
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Im 2 Im 2

wt Rez
0 0 wt Rez

27 /
t=022,...
w

e Bei konstanter Winkelgeschwindigkeit w und Zeitparameter
t beschreibt z(t) eine gleichférmige Kreisbewegung gegen (im)

Physik:

™
Uhrzeigersinn mit der Umlaufdaver 7' = —.
w
e Bei konstanter Kreisfrequenz w und Zeitparameter ¢ beschreibt

2
z(t) eine zirkulare Schwingung mit der Periodendauer T' = il
w

Z2(t4+n-T)=r et — 5() neN,.

z(t) =1y - eIWt 4 opy eIt

mitT1>T2>O,t€R3_

Da z(t) = ry-(coswt+ j-sinwt) +ry - (coswt — j - sinwt)
= (r1+ry)-coswt+j-(r1 —ra) sinwt
= 2(t)+j-y(0)

= z(t) = a-coswt mit a:=r;+ry
y(t) = b-sinwt mit b:=r1 — 1y
()
—= = coswt .
a quadrieren
y(t) ) addieren
— = sinwt
b
2 2
x Y .
o + i 1: Ellipse
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Im 2z

z=x+jy

0 a Rez

Physik:
Uberlagerung zweier zirkularer Schwingungen gleicher Kreisfrequenz w

Inversion einer Ortskurve
1

()’
komplexer Widerstand Z(w) —

heiRt der Ubergang z(t) —

1
komplexer Leitwert Y(w) = m
Mit
z=a+j-y#0
— = U S = —

ergibt sich

r Yy
Trygr U 2y
bzw.
2
u v
y= (*)

r= ——--: —_——
u? +v?’ u? + 2

fiir die Inversion eines Punkts (x,y) — (u,v) oder umgekehrt in der Gaufschen
Ebene.
Speziell in der E-Technik treten haufig auf:

Inversion von Geraden und Kreisen
Die Gleichung a(x? + y*) 4 bz + cy + d = 0 beschreibt fiir
a=0,d#0 eine Gerade nicht durch0
d = 0 eine Gerade durch 0,

a#0A b?+c® —4ad > 0 einen Kreis
d#0: nicht durch0
d=0: durch 0,

d

b
dennx2+y2+—x+2y+—20
a a a
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- x+i 2+( +i)2_b2—|—62—4ac
2a y 2a) 4a?

Radius®
Inversion mit (*):

u? + v? —v 9 2
a(u2+1}2)2 u2+v2+cu2+v2+d:0.(u +v

d(u? +v*) +bu+ (—c)v+a=0

D.h. durch Inversion gehen iiber:

Gerade durch 0 < Gerade durch 0
Gerade nicht durch 0 +« Kreis durch 0
Kreis nicht durch 0 < Kreis nicht durch 0
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