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� x2 = −1;
∧
x∈R

x2 � 0 .
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• 
�� 
�� �6���	 +�� x2 = −1 
���� ��� 7�����8 ���
��� j ∈ C\R% ��	�
	���	���� �	�
�	� 
�� j2 := −1 % ����9��%

�9��� 
�� ��	������(����

=� a + j · b ∈ C% (���� a, b ∈ R

0� a + j · b = x + j · y ⇐⇒ a = x ∧ b = y
;5��������� �,���� ��
������ ������<

>� (a + j · b) ± (x + j · y) = (a ± x) + j · (b ± y)

?� (a + j · b) · (x + j · y) = (ax − by) + j · (ay + bx)

=



@�
a + j · b
x + j · y =

a + j · b
x + j · y · x − j · y

x − j · y
=

ax + by

x2 + y2
+ j · bx − ay

x2 + y2
; (x + j · y �= 0)

�� ���

/������� b = 0 ��	��� 
�� ������� ��
���
a + j · 0 = a + 0 = a ∈ R ⊂ C�

/������� a = 0 ��	��� 
�� 	���	����� ��
���
0 + j · b = j · b ∈ C\R�

�� ���

��� a + j · b = x + j · y
⇒ a − x = j · (y − b)

⇒ (a − x)2︸ ︷︷ ︸
�0

= −(y − b)2︸ ︷︷ ︸
�0

⇒ a − x = 0 ∧ y − b = 0

��� a − x = 0 ∧ y − b = 0

⇒ ��
�������� a + j · b = x + j · y
�� ���

�
1 − 2j

1 + j
=

(1 − 2j)(1 − j)
(1 + j)(1 − j)

=
1 − j − 2j + 2j2

1 − j2

=
−1 − 3j

1 + 1
= −1

2
− 3

2
j

�
1
j

=
−j

j(−j)
=

−j

1
= −j

-���� ��	������(��� ���	��% 
��� C ,�� (��	� ����������� ,��
�� �����

��� �������� 	�
 ����� R × R = {(a, b)|a, b ∈ R}
��� 	�� 
��������
�������

(a, b) + (x, y) := (a + x, b + y)
(a, b) · (x, y) := (ax − by, ay + bx)

������ �������� �	
����
��
� ����� ��
	 ��� C �����������

����������� ,�� �������� (a, 0) = a
j := (0, 1)


��� 	����� • (0, 0) = 0 ��
 (1, 0) = 1

• j2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1

• (a, b) = (a, 0) + (0, b)

= (a, 0) + (0, 1) · (b, 0)

= a + j · b
• 
�� ��	������(��� =� ��� @�

0



� &� C ��� ��	� A��
�������� 5�������	

x2 + px + q = 0

�� p, q ∈ R

�,�� ;����� ���,��
�	 +�������
���< �6���	��%

��� 
�� A��
�������� ��	9����	

x2 + px +
(p

2

)2

= −q +
(p

2

)2

(
x +

p

2

)2

=
(p

2

)2

− q︸ ︷︷ ︸
Diskriminante D

(���� ��( 
�� "9���

=� D � 0� x1,2 = −p

2
±
√

D ∈ R

0� D < 0� x1,2 = −p

2
± j · √−D ∈ C


��� x 2
1,2 + p · x1,2 + q =

p2

4
∓ jp

√−D − (−D)−
p2

2
± jp

√−D + q =

q − p2

4
+ D = 0

�	
	���
�	
�

• ������ ��	��� ���� (�� D < 0�
√

D =
√

(−1) · (−D) =
√−1 · √−D = j · √−D

,���� (�� j 
�� ������
√−1 ;�� 
������ $������ ,��
 j =

√−1
���������< ��
 ��
��� 
�� .�����	�����

√
a · b =

√
a ·

√
b (��

a, b ∈ R
+
0 ������� ,��
��

���� ����	�
��  	�
� ��
�

1 =
√

1 =
√

(−1) · (−1) =
√−1 · √−1 = j · j = −1

• /�9��� ���	� �����
���� 5�������	�� 
�� "��
 ex = −1 �
�� sin x = 2 ����� �6���	�� �� C�

>



� �	����
� �	
��������

• !����� ��
��� �6���� �
������� ���
����	 B������ 
�� ��
�������"
��� ��	���
��� ,��
���

#�������� ��
�������� (x, y) ������ ���� ��� B����� �� 
�� x, y!�����
+����������������

• ������ 	��� (�� �������� ��
����
��	�
 ����� (a, b) 	�
 ����� ��� ��
���������  ��
	�������!���� ��� 	��
"��	 ����� ����
 ������#�� $��� z = a + j · b�
��� ����� ������	
���
� �	
�������� �	�
 �������� �	
���������

����	��� ���	��
B����� �� a + j · 0 = a ∈ R ��( 
�� ������� ��
�� $Re z%
B����� �� 0 + j · b = j · b /∈ R ��( 
�� 	���	����� ��
�� $Im z% �

�

Im z

Re z

z = a + jb

a

b

1

-������ ������ ,��
�� ��������� ��
��� z �= 0 �(� 7��	���8 ��	���
!
���% 
�� C ,�� D���+������� C ����� �
 E������	 ��	������

$��	�������������� ��������� ��
���% �
Im z

Re z

z

1

�

����	���
���(���� -���������	 ����	�� #���������������� ��
 ��������� �������+�� ���!
��9�
��� +�� ����

���9�	�� 
6	�����

�������
 z1 + z2

;,�� ��� ��������% +	�� '�9(�����������	��

<

?



�

�

�

z1

z2

Im z

Re z

z1 + z2

1

�������������
 a · z, a ∈ R

���	�� �� z ,��
 +������� (|a| < 1) �
�� +���9�	��� (|a| > 1): 		(� ���� #���!
���	��
���� (a < 0)�

�

�

�

Im z

Re z

2z

z

−1
2
z

�������������
 j · z
��� j · (a + j · b) = −b + j · a
⇒ -�����	 
�� ���	��� �� z �= 0 �
 +90◦�

�����	�
1
j
z =̂ -�����	 
�� ���	��� �
 +270◦ ��,� −90◦�

@



�

�

�

�
1
j

z = −jz

j · z

−b a

a

b

Im z

Re z

�
��	����
�	
�
B����� �� 
�� 5��F!����� ��
 (��	���� �������� ��
��� ������ �	�
 �	�
�
�	���� ���������
�� �	�� ��	�� &����	�
����� 	� '���������

� j > 0 ⇒ j · j > j · 0 ⇒ −1 > 0?
−j < j

	�� ����� �	����� G
2j > j

2



� ������� ������������

• !���" ��� (���	�����	�
"�� z = a + j · b ∈ C ����� 
��

a ∈ R 
�� !�����	� )�� z%

b ∈ R 
�� (���	�����	� )�� z�

/������,������ a = Re (z) = Re z%

b = Im (z) = Im z�

-��� ���������� 
�� $���������	�� (�� 
�� ������ �� 
�� 5��F!������

•  �����*���
��� ��
�������� ����
 ������#�� $��� �� 	�
 %�
� z = a + j · b ����� ��
�
����	������

.������ -���������	�(��
�� ����� ��������� ?�

• '��+��	����
, -�� ���� z∗ := a−j ·b ���F� 
�� �� z = a+j ·b ���+��	��� ��������
��
��

, -�� ������ z ��
 z∗ ���
�� ��� ���� ���+��	��� ��������� ��
"
����

Im z

Re z

z

z∗

b

−b

1

�

�

a

/���� z∗ ��� ���� z̄ �������

���	
������	
 �
�  	��	
�	�	�
�

=� (z∗)∗ = z

0� Re (z) =
1
2
· (z + z∗)

Im (z) =
1
2j

· (z − z∗)

>� z = z∗ ⇐⇒ z ∈ R

z = −z∗ ⇐⇒ z liegt auf der imaginären Achse, z = j Im (z)

?� z · z∗ = Re2 (z) + Im2 (z) � 0

4



@� (z1 ± z2)∗ = z∗1 ± z∗2
(z1 · z2)∗ = z∗1 · z∗2(

z1

z2

)∗
=

z1
∗

z2
∗ (�� z2 �= 0

2� (zn)∗ = (z∗)n

(�� ���� n ∈ N0, ,���� z0 := 1 (�� z �= 0

 �- . ��� ���
 B��	��

����� ��������: +���� /������� ������ ����� ��
������
'��������� ��
 ����������

 �- / ����� ,�� ������� ��������

z1

z2
=

z1 · z2
∗

z2 · z2
∗ ⇒ ���
��(��
 ;������ ���� �����G)

 �- 0 ��	��� ���� 
���� +�����9�
�	� &�
�������

• (z◦)∗ = 1∗ = 1 = (z∗)◦

• (zn)∗ = (z∗)n ⇐⇒
(zn)∗ · z∗ = (z∗)n · z∗ ⇐⇒
(zn · z)∗ = (z∗)n+1 ⇐⇒
(zn+1)∗ = (z∗)n+1 (�� ���� z �= 0

� /������
∧

a,b∈R

a2 − b2 = (a + b) · (a − b)

"��
∧

a,b∈R

a2 + b2 = (a + j · b)(a − j · b)

� "�� ,����� x ∈ R 	��� ��� z = cos x + j · sin x 	���

�< z = z∗ H

�< z = −z∗ H

�< z =
1
z∗
H

�< z = z∗ ⇐⇒ sin x = 0
⇐⇒ x = k · π 
�� k ∈ Z

�< z = −z∗ ⇐⇒ cos x = 0
⇐⇒ x = (2k + 1)

π

2
; k ∈ Z

�< z =
1
z∗

⇐⇒ z · z∗ = 1

⇐⇒ cos2 x + sin2 x = 1
⇐⇒ x ∈ R �������	

� &� ,�����
 5����� G 
�� 5��F!����� ���	�� 
�� B����� �� 
�� ��
������
������ z% ,����� 
�� $�
��	��	

Im
(

z∗ + z

z∗ − z

)
< 1

I



��(����� H

*�� z = x + j · y

⇒ Im
(

z∗ + z

z∗ − z

)
= Im

(
2x

−2jy

)
; y �= 0

= Im
(

j · x

y

)
=

x

y
< 1

�����

y > x, ,��� y > 0
y < x, ,��� y < 0

Im z

Re z

y
=

x

#

1�����
'�
����� ������ ������ ���� ����� ����
����
-���� 
�� 7$����	 ����� ��
������ ���� 8 ,��
 J�
�
 z ∈ C ���� �����!��	���+�
���� ��	���
����
-���� $���9	� ������ ���� ������ ����
����
�2� z ∈ C 
�	3�

|z| :=
√

z · z∗ =
√

Re2 (z) + Im2 (z)

��� 1����� )�� z-
������������
|z| ��� 
�� ������
 
�� B������ �� z +�
 E������	% �-
- 
�� �9�	� 
�� ���	���
�� z�

Im z

Re z

|z|

a

zb

1

�

K



BL���	����� |z| =
√

a2 + b2

� |j| =
√

j · (−j) =
√

1 = 1
|3 + 4j| =

√
32 + 42 = 5

| cos ϕ + j · sin ϕ| =
√

cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1
(�� ���� ϕ ∈ R

���	
������	
 �
�  	��	
�	�	�


=� |z| = 0 ⇐⇒ z = 0

0� |z∗| = |z|
>� |z1 · z2| = |z1| · |z2|

?�

∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2| 
�� z2 �= 0

@� |z1 + z2| � |z1| + |z2|
-���������	�������	
;�����9����	 +�� |z1 + z2| ���� ����<∣∣∣∣∣

n∑
k=1

zk

∣∣∣∣∣ �
n∑

k=1

|zk|

2� |z1 − z2| = ������� ��� ������ �� z1, z2

���  �- 4 ,��
 ���� 	����	��
$�,����� �	� 
�� ���������� ��	������(���G

�	!	�� �	� "�	�	����
��	����
��

|z1 + z2|2 = (z1 + z2) · (z1 + z2)∗ = (z1 + z2) · (z1
∗ + z2

∗)
= z1z1

∗ + z1z2
∗ + z2z1

∗ + z2z2
∗

= |z1|2 + z1z2
∗ + z1

∗z2︸ ︷︷ ︸
α

+|z2|2

*�� α = z1z2
∗ + (z1z2

∗)∗

= 2 · Re (z1 · z2
∗)

� 2 ·
√

Re2 (z1 · z2
∗) + Im2 (z1 · z2

∗)

α � 2 · |z1z2
∗| = 2|z1| · |z2

∗| = 2|z1| · |z2|
=⇒ |z1 + z2|2 � |z1|2 + 2|z1| · |z2| + |z2|2︸ ︷︷ ︸

(|z1|+|z2|)2

�����

|z1 + z2| � |z1| + |z2|

=1



z1

z2

Im z

|z 1
+

z 2
|

|z2|

|z1|

Re z

z1 + z2

1

�

�

�

�

|z1 − z2| = |z1 + (−1) · z2|
� |z1| + |(−1) · z2| = |z1| + | − 1| · |z2|
� |z1| + |z2|

� #����
� 	�� �	� '��)� 	� ��� #��3��
�� �����5 ��* ��� �	� ����"
�� ��

z = 2 · (cos t + j · sin t)

�	� t ∈ R �	�����

��� z = x + j · y = 2 cos t + j · 2 sin t

⇒ x = 2 cos t

y = 2 sin t

⇒ |z|2 = x2 + y2 = 4 · (cos2 t + sin2 t) = 4

-��� � ����
��	�� ��� '��	� �� ��� &������� �	� !��	�� r =
|z| = 2-

� &� ,�����
 $������ B 
�� 5��F����� ����� ���	�� 
�� B����� �� z 
��

Im (z) � 1 ∧ 1 � |z| � 2 ?

1 2

Im z

Re z

2

1

B

"�� z = x + j · y ⇒ y � 1 ∧ 1 �
√

x2 + y2 � 2

==
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• ���(���� $��������	 +�� B������� ��
������ ������%
• ���	���� $����
���	 �����
������ ���	9�	� ;/��,��	��	��%
.�����<�

�����������
 
�� ;������� ���������< ����������	����� (r, ϕ) ��� J�
�� z �= 0
(���	���	� 
�����

• �9�	� r = |z| 
�� ���	��� �� z%

• .����� ϕ �,������ 
�� B��������� ;������+� ������ �����< ��
 ���	�� �� z�

*�� x = |z| · cos ϕ
y = |z| · sin ϕ

=⇒ z = x + j · y
= |z| · (cosϕ + j · sin ϕ)

Im z

Re z

r =
|z|

ϕ

z

x

y

1

�

.�	�� 2π!B����
����9�

sin(ϕ + k · 2π) = sin ϕ

cos(ϕ + k · 2π) = cosϕ, k ∈ Z

��� ϕ �	�
� �	�����	� ����	����
*�� ��	� (����

• -�� -���������	 ����� ��
������ ���� z �= 0 �� 
�� "��


z = |z| · (cosϕ + j · sin ϕ)

�� − π < ϕ � π

���F� ���� �����*����

• ϕ = arg z ,��
 
�� �������� �
�� 
�� �
��� )�� z 	�������

• "�� z = 0 ��� ϕ ������	���: /�� ����� (���� .����

)����� ��� ���� 0 � ϕ < 2π ��,�� ϕ = ��� z 6����� )�� z7�
��� E
�������	

 �����*��� ↔ �����*����

=0



• 5�	���� 
��  �����*��� z = x + j · y �= 0

⇒ r = |z| =
√

x2 + y2 > 0

ϕ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

arccos
x

r
, (���� y ≥ 0

− arccos
x

r
, (���� y < 0


�� arccos 
�� E
����(������� �� cos
∣∣∣
[0,π]

.

• 5�	���� 
�� �����*��� z = |z| · (cos ϕ + j · sin ϕ)

⇒ x = |z| · cos ϕ

y = |z| · sin ϕ

� 1 = 1 · (cos 0 + j · sin 0)
j = 1 · (cos

π

2
+ j · sin π

2
)

1 + j =
√

2 · (cos 45◦ + j · sin 45◦)
−2 + 3j ≈ 3,6 · (cos 123,7◦ + j · sin 123,7◦)


� |z| =
√

4 + 9 ≈ 3,6

ϕ = + arccos
( −2√

13

)
≈ 123,7◦

� z = 2 · (cos 60◦ − j · sin 45◦) ��� ��	�� B����(��
 +�� z�

*�� z = 2 ·
(

1
2
− j · 1

2

√
2
)

= 1 − j ·
√

2

⇒ z ≈ 1, 7 · (cos(−54,7◦) + j · sin(−54,7◦))


� |z| =
√

1 + 2 ≈ 1, 7

ϕ = − arccos
1√
3
≈ −54,7◦

&� 8��
�	� �������

ϕ := cos ϕ + j · sin ϕ

������ ������ ϕ.

*�� 
����
 ������ ���F� z = |z| ϕ 71����� )�� z ������ ϕ8�

���	
������	
 �
�  	��	
�	�	�


=� cos(ϕ + k · 2π) + j · sin(ϕ + k · 2π)
= cos ϕ + j · sin ϕ (2π − B����
����9�)

0� | cos ϕ + j · sin ϕ| = 1 (�� ���� ϕ ∈ R

>� ��� z = |z| · (cosϕ + j · sin ϕ) = |z| ϕ

⇒ z∗ = |z| · (cosϕ − j · sin ϕ)
= |z| · (cos(−ϕ) + j · sin(−ϕ)) = |z| −ϕ

=>



?� "�� z1 = |z1| · (cosϕ1 + j · sin ϕ1) �= 0
z2 = |z2| · (cosϕ2 + j · sin ϕ2) �= 0

	��� z1 · z2 = |z1| · |z2| · [cos(ϕ1 + ϕ2) + j · sin(ϕ1 + ϕz)]
= |z1| · |z2| ϕ1 + ϕ2

��

z1

z2
=

|z1|
|z2| · [cos(ϕ1 − ϕ2) + j · sin(ϕ1 − ϕ2)]

=
|z1|
|z2|

ϕ1 − ϕ2

�	��	� $�� 9���	��	���	�� ,��
��


�� 1������ ����	��	�	���%


�� �
���� ���	����

$�� :	)	�	�� ,��
��


�� 1������ �	)	�	���%


�� �
���� ������
	����


���
z1

z2
=

z1 · z∗2
z2 · z∗2

=
z1 · z∗2
|z2|2

=
|z1||z2|
|z2|2 · (cos ϕ1 + j · sin ϕ1) · (cosϕ2 − j · sin ϕ2)

=
|z1|
|z2| · (cos ϕ1 cos ϕ2 + sin ϕ1 sin ϕ2 + j(sin ϕ1 cos ϕ2 − sin ϕ2 cos ϕ1))

=
|z1|
|z2| · (cos(ϕ1 − ϕ2) + j · sin(ϕ1 − ϕ2))

=
|z1|
|z2|

ϕ1 − ϕ2

(�� z1, z2 �= 0

#������	��
 ��
����� z1 · z2 ����

:��
��� 
�� ���	��� �� z1 �
 ϕ2

��


��������� 
�� ���	��� �� z1 
�� |z2|% ��	������� :��
����������

� z1 = 1 − j =
√

2 −45◦

z2 = 1 + j ·
√

3 = 2 60◦

z1 · z2 = 2
√

2 15◦ ;
z1

z2
=

√
2

2
−105◦

=?



�

�

��

Im z

0 ϕ1 ϕ2

z1 · z2

z1

Re z

�,��������������
|z1| ϕ1 + ϕ2

�����

=� -�����	 �
 +60◦%

0� /�������	 
�� "����� 0�

� z2 = z · z
= |z|2[cos(ϕ + ϕ) + j · sin(ϕ + ϕ)]

= |z|2 2ϕ

;<����� �	�� �������	��

zn = |z|n · (cosnϕ + j · sin nϕ)

= |z|n nϕ

(�� z �= 0 ��
 n ∈ N

;#����� )�� 9�	)��<

'��� ������ 
�� +�����9�
�	�� &�
������ ��
 B��
���(��
�� 	����	� ,��!

��: ����� ���� 
�� �9������ ����������

/�������

(1 − j)6 =
{√

2 ·
[
cos(−π

4
) + j · sin(−π

4
)
]}6

= 8 ·
[
cos
(
−6π

4

)
+ j · sin

(
−6π

4

)]
= 8 · (0 + j · 1)
= 8j

=@



" 
��������	����� ��������� �	
���

!���� ������

• ���(�����	 
�� ��
������ e!"������� ej·x

• ����

�����	 
�� cos x + j · sin x� �����

• �����������(��

• $��������� *��+��% ���
������� /��,��	��	��

• ejx
� ��� 
�� 7#�����8 ��� ��� 
�� ������ e"�����	�� ��������

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!

(�� ���� x ∈ R.

/�9��� 68�����"!�	
��7 ,��
 	����	��

cos x =
∞∑

k=0

(−1)k · x2k

(2k)!

= 1 − x2

2!
+

x4

4!
∓ · · · ; x ∈ R

sin x =
∞∑

k=0

(−1)k · x2k+1

(2k + 1)!

= x − x3

3!
+

x5

5!
∓ · · · ; x ∈ R

-���� #����� ���
 ���� 9�������
.����������� +�� cos x% sin x 7������8 �� ex�
5��� �� ����� ����

�����	 H =�>
���������	�

=� ��,�������	 
�� '��+��	�����	��M� ������� #����� ��( �������� !�	"

���

∞∑
k=0

(ak + j · bk) 
�� ak, bk ∈ R (�� k = 0, 1, 2, . . .

���F� ���)������ ����� a + j · b ∈ C% 	���� 
���% ,��� 
�� �������

#�����
∞∑

k=0

ak ��

∞∑

k=0

bk ���+��	������

-��� 	���

∞∑
k=0

(ak + j · bk) =
∞∑

k=0

ak + j ·
∞∑

k=0

bk = a + j · b.

=2



0� "���������	 +�� ex ��� '������� 
���� ;���9���� (��
����< ��������
+�� x 
���� j · x�

ejx : =
∞∑

k=0

(j · x)k

k!
=

∞∑
k=0

jk · xk

k!

= 1 + j · x − x2

2!
− j · x3

3!
+

x4

4!
± · · ·

-�� #���� �� ejx ���+��	���� (�� �������	� x ∈ R% 
��� (�� B��������

��
	����

2n+1∑
k=0

(j · x)k

k!
=
[
1 − x2

2!
+

x4

4!
− . . . + (−1)n · x2n

(2n)!

]

+ j ·
[
x − x3

3!
+

x5

5!
− . . . + (−1)n · x2n+1

(2n + 1)!

]

=
n∑

k=0

(−1)k · x2k

(2k)!

↓ n → ∞
cos x

+ j ·
n∑

k=0

(−1)k · x2k+1

(2k + 1)!

↓ n → ∞
sin x

-�� ��	����
�	�� ����

�����	 ���	� +�� ��
 ���F�

• �������
� �������
ejx = cos x + j · sin x 
�� x ∈ R

�	
	���
�	
�

e−jx = cos(−x) + j · sin(−x)
= cos x − j · sin x

���	�
��� ,��
 
�� �������� ��������	��*����	�� 
�N����� 
���� �

ez :=
∞∑

k=0

zk

k!
; z ∈ C


�� 
�� ��	������(����

=� 
�� #���� ���)���	��� ������� (�� J�
�� z ∈ C%

0� �� 	��� 
�� �����	�������	�
���

ez · ew = ez+w (�� ���� z, w ∈ C,


��� �� C ,��
 ,�� �� R 	��������% �� 
��� $���
�������% B��
��� �������
���+��	����� #�����% O�����������������
 ��,� ,�� �� R 	����� ��
 
�� $�,����
����� ,�� (�� ex �
 #������ 	�(���� ,��
�� �6�����
��� �����*��� z = |z| · (cosϕ + j · sin ϕ)

? �����
⇒

=4



�#��
	
�������
 ��
��	#	� ����	


z = |z| · ejϕ 
�� ϕ = arg z .

P���� ,��
 
�� #������ �� C ���� �������

�

Im z

|z| · sin ϕ z = |z| · ejϕ

|z| · cos ϕ0

ϕ

Re z

|z|

• 1�	��	����

z1 · z2 = |z1| · ejϕ1 · |z2| · ejϕ2 = |z1| · |z2| · ej(ϕ1+ϕ2)
z1

z2
=

|z1| · ejϕ1

|z2| · ejϕ2
=

|z1|
|z2| · e

j(ϕ1−ϕ2) 
�� z1, z2 �= 0

zn = |z|n · (ejϕ)n = |z|n · ejnϕ

= |z|n · (cos nϕ + j · sin nϕ) (�� z �= 0, n ∈ Z

� /������� (�� |z| = 1 ⇒
9�	)��"�������

(cos ϕ + j · sin ϕ)n = cos nϕ + j · sin nϕ (�� ���� n ∈ Z

� ej·0 = e0 = 1

ejπ = cos π + j · sin π = −1 ejπ + 1 = 0
ejn·π = (ejπ)n = (−1)n; n ∈ Z

ej π
2 = cos

π

2
+ j · sin π

2
= j

ez+j·n·2π = ez · ej·n2π

= ez · (ejπ)2n

= ez · (−1)2n

= ez ; z ∈ C, n ∈ Z

;2πj! B����
����9� 
�� ��
������ e!"�������<

�
ejϕ − e−jϕ

2j
=

cos ϕ + j · sin ϕ − (cosϕ − j · sin ϕ)
2j

= sin ϕ
ejϕ + e−jϕ

2
=

cos ϕ + j · sin ϕ + cos ϕ − j · sin ϕ

2
= cos ϕ

=I



� (1 − j)6 = (
√

2 · e−j45◦
)6

= 8 · e−j270◦

= 8 · ej(−270◦+360◦)

= 8 · ej90◦
= 8j(

−1
2
− j

√
3

2

)9

=
(
1 · e−j 2π

3

)9

= e−j6π = ej(−6π+6π)

= e0 = 1

� ��� (cosϕ + j · sin ϕ)2 = cos 2ϕ + j · sin 2ϕ

⇒ cos2 ϕ − sin2 ϕ = cos 2ϕ

(�� 
�� #��������

2 · sin ϕ · cos ϕ = sin 2ϕ

(�� 
�� &
�	��9������

� ��� ejϕ1 · ejϕ2 = ej(ϕ1+ϕ2)


��� (cosϕ1 + j · sin ϕ1) · (cos ϕ2 + j · sin ϕ2)
= cos(ϕ1 + ϕ2) + j · sin(ϕ1 + ϕ2)

⇒ cos ϕ1 · cos ϕ2 − sin ϕ1 · sin ϕ2

= cos(ϕ1 + ϕ2) (�� 
�� #��������
cos ϕ1 · sin ϕ2 + cos ϕ2 · sin ϕ1

= sin(ϕ1 + ϕ2) (�� 
�� &
�	��9������

��������� ������� ��� ��� ��
����	�-

� B���������	�

@����������� )�� �
�	 
�����	��
�� ��

	�������
���	�
�� '��	�*��A���� ω ��� ��

	�������	�
�����

x1(t) = x̂1 · cos(ωt + ϕ1) = Re (x̂1 · ej(ωt+ϕ1))
x2(t) = x̂2 · cos(ωt + ϕ2) = Re (x̂2 · ej(ωt+ϕ2))

��	���

x(t) = x1(t) + x2(t)
= Re (x̂1 · ej(ωt+ϕ1) + x̂2 · ej(ωt+ϕ2))︸ ︷︷ ︸

x(t)


�� 
�� ��������� ��

	������*����	��

x(t) = (x̂1 · ejϕ1 + x̂2 · ejϕ2) · ejωt

(� ���
�- B	�-� ��
����� 5�6F�� ,��
�� ��������������

������ ejwt� �� �������� ,��
�� ���� ���
������� /��,��	��	 
�����!
��� '����(��A���� ω�

=K



'��

�����
�����

x̂1 · ejϕ1 + x̂2 · ejϕ2 =: x̂ · ejϕ

,���� x̂: ����	����
ϕ:  ����
����
	����


�� �����������
�� /��,��	��	�
*��

x̂1 · (cos ϕ1 + j · sin ϕ1) + x̂2 · (cos ϕ2 + j · sin ϕ2)
= x̂1 · cos ϕ1 + x̂2 · cos ϕ2︸ ︷︷ ︸

x̂ · cos ϕ

+j · (x̂1 · sin ϕ1 + x̂2 · sin ϕ2)︸ ︷︷ ︸
x̂ · sin ϕ

⇒ x̂ · cos ϕ = x̂1 · cos ϕ1 + x̂2 · cos ϕ2

x̂ · sin ϕ = x̂1 · sin ϕ1 + x̂2 · sin ϕ2

O��
������ ��
 �

������

x̂2 = x̂2
1 + x̂2

2 + 2x̂1x̂2 · (cos ϕ1 cos ϕ2 + sin ϕ1 sin ϕ2)︸ ︷︷ ︸
cos(ϕ1 − ϕ2)

x̂ = +
√

x̂2
1 + x̂2

2 + 2x̂1x̂2 · cos(ϕ1 − ϕ2)

��

��

��

Im z

x̂ · sin ϕ
x̂ · ejϕ

x̂1·ejϕ1

x̂2 · ejϕ2

ϕ2

ϕ1

ϕ

x̂ · cos ϕ Re z

x̂

1

��� ��	����	������ ��
 E
�������	�(��
�� ;���
��(��
 ↔ B����(��
<
⇒

ϕ = S · arccos
x̂1 · cos ϕ1 + x̂2 · cos ϕ2

x̂

�� S := ��	� (x̂1 · sin ϕ1 + x̂ · sin ϕ2)

�����

x(t) = Re (x(t))
= Re (x̂ ejϕ · ejωt)
= Re (x̂ · ej(ωt+ϕ))

x(t) = x̂ · cos(ωt + ϕ)

01



�	
	���
�	
�

• ��	����	������ ���������� /��,��	��	�������
 ��� ���� t = 0�

���	�� �� x̂1 · ejϕ1 , x̂2 · ejϕ2 , x̂ · ejϕ ���F�� ������	���%
���� ��	� ��� �������� ��+��9�
��� ;(���<�

• ���	�� �� x̂1,2 · ej(ωt+ϕ1,2), x̂ · ej(ωt+ϕ) ���F�� :��
��	���%
��� �������� ��� ���(��
�� ���� t 	�����
9F�	 ;ω = ������< �
 
�� E������	�

&��� ���+���	��
��( Re z ������ 
�� J�,����	� ���
������� /��,��	��	 x1,2(t), x(t) 
��%
��( Im z ���������� C �


π

2
������+��������� C ����(���� 
�� /��,��	��!

	���

• ����	�� ��$� )�����	����	 �,���� /������	�� 
���� �9�
���� +��!
��������% �� #���� 	���������� /�9�
��,������	�� �����
/L������
��������

# n$�� ���%��� ����� ��������� �	
�

.�� ������ 
�� �
 ���	�
����� ��
������ �6���	�� +��

w2 = a 
�� a ∈ R:

a � 0: w1 = +
√

a, w2 = −√
a

a < 0: w1 = j ·
√
|a|, w2 = −j ·

√
|a|

.�� ���
�� ��� 
�� ��
������ �6���	�� +��

��$� w2 = j%

���	� wn = z 
�� n ∈ N, z ∈ C�

.�� ������ +��� ��
� w ∈ C%

*2� �	� wn = z �	��5

�	�� n"�� C����� ��� z�

.�� 
	���� w = |w| · ejα

z = |z| · ejϕ = |z| · ej(ϕ+k·2π) ; k ∈ Z.

-��� (���� ��

wn = z ⇔ |w|n · ejnα = |z| · ej(ϕ+k·2π)

• ���	����� 
�� $���9	��
|w|n = |z|% 
��� |w| = n

√
|z| ∈ R

• ���	����� 
�� ��	�
�����
n · αk = ϕ + k · 2π% 
��� αk =

ϕ

n
+ k

2π

n
"�� k = 0, 1, . . . , n−1 	��� �� n )����
	�����.����� αk ��
 ��	��6��	�
n"�� C������ w0, w1, . . . , wn−1�

"�� k = n% n + 1, . . . 	��� �� ������� ��(����� .������: ��$� (�� k = n�

wn = n
√
|z| · ej( ϕ

n +n· 2π
n )

= n
√
|z| · ej ϕ

n = w0

0=



• !��������
��� &�������� wn = z ��� z = |z| · ejϕ �= 0' n ∈ N ��� n ()������

wk = n
√
|z| · ej( ϕ

n +k 2π
n ) �*
 k = 0, 1, . . . , n − 1 .

� w2 = 1 = 1 · ej·0

wk =
√

1 · ej(0+k· 2π
2 ) ; k = 0, 1

w0 = 1 · ej·0 = 1
w1 = 1 · ejπ = −1

� w3 = 1 ��� 
�� �6���	��

wk = 3
√

1 · ej(0+k· 2π
3 ) ; k = 0, 1, 2

w0 = ej0 = 1

w1 = ej 2π
3 = cos 120◦ + j · sin 120◦ = −1

2
+ j

√
3

2

w2 = ej 4π
3 = cos 240◦ + j · sin 240◦ = −1

2
− j

√
3

2

���� w2 = w∗
1 �

�

�

�

Im z

w1

w2

w0

0 Re z

������������ �6���	�� ���	�� ��( '���� �
 0 
�� r = n
√
|z|%

���
�� (�� n � 3 ��	��
9F�	�� n!����

� w4 = −1 = ejπ

wk = 4
√

1·ej( π
4 +k· 2π

4 ) ; k = 0, 1, 2, 3

w0 = ej π
4 = +

1√
2

+ j · 1√
2

w1 = ej 3π
4 = − 1√

2
+ j · 1√

2
w2 = ej( π

4 +π) = ej π
4 · ejπ = −w0 = − 1√

2
− j

1√
2

w3 = ej 7π
4 = ej 3π

4 · ejπ = −w1 = +
1√
2
− j

1√
2

00



�

� �

�

Im z

w1

w2 w3

w0

Re z

$������ ���� ����� w2 = w∗
1

w3 = w∗
0

� w2 = j = ej π
2

wk =
√

1 · ej( π
4 +k 2π

2 ) ; k = 0, 1

w0 = ej π
4 =

1√
2

+ j · 1√
2

w1 = ej( π
4 +π) = − ej π

4 = −w0

*�� ������� ����� w0 �= w∗
1

� /���� ���� �6���	�� 
�� A��
��������� 5�������	

z2 + pz + q = 0.

• "���� p, q ∈ R, 
��� 	��� �����������
;����� ��������� 7�����������(��
 ��
������ 5�������	��8<


�� D :=
(p

2

)2

− q�

z1,2 = −p

2
±
√

D, ,��� D ≥ 0

z1,2 = −p

2
± j · √−D, ,��� D < 0

• "���� p, q ∈ C ��	��� A��
�������� ��	9����	(
z +

p

2

)2

=
(p

2

)2

− q

*�� D: =
(p

2

)2

− q = |D| · ej(ϕD+k·2π)

⇒ z1 = −p

2
+
√
|D| · ej

ϕD
2

z2 = −p

2
+
√
|D| · ej(

ϕD
2 +π)

= −p

2
−
√
|D| · ej

ϕD
2

z1,2 = −p

2
±
√
|D| · ej

ϕD
2

-���� ��� ���	�� "��� ����������

0>



& �������� !��'����(

)���	����	��	�% ��� *�����	

.�� ,����� ����

• '������� �������� P (z) ���(�����%

• ��( 
����  ���������� ���	���� ;,��� ��� ���� 
�� BD������ 
�� ��	��6!
��	�� ��	���������� 5�������	 P (z) = 0 ���
<%

• B��L��
� 7	� B	����*������� ��������8 ;,��� 
�� 
��� ��$� ��� 
��
&���	������ +�� B��L��
������� ���6��	�<�

&� �����	�� ��
 ������� B��L��
 
�N����� 
���

=� "�� n ∈ N ��

a0, a1, . . . , an �������� ��
��� �	� an �= 0
���F� 
�� "�������

P : C → C 
��

P (z) =
n∑

k=0

ak · zk = an · zn + an−1 · zn−1 + · · · + a0

��������� ������� n"��� #����� �	� ;�
 ���	�
�����< ���������
'��E�	����� ak�

0� -�� ��
����� ���� z1 ���F�  ��������� )�� P (z)% ,��� P (z1) = 0 ����

>� z1 ���F� k"*��
�  ��������� ;�
�� ���������� 
�� ����(������� k<% ,��� ��
��� B��L��
 R(z) +�
 5��
 n − k 	��� 
�� 
�� ��	������(�

P (z) = (z − z1)k · R(z) 
�� R(z1) �= 0 .

-�� "����� (z − z1) ����� 
�� B	����*������

$�	%�	�	 &�����	��	
 ��� P (z)'

-��� �����,����� 
�� ��������������� ��� �������-
�� ���� �� (��
������ ,��
���

��	�� ���!��� �+��� &
�	�� P (z) =
n∑

k=0

ak · zk ��� ,��-����. ������#��  ��/+

������� ak ���� ���� �� (����
�����
�� ��
���� ��
	��0

P (z) = an · n

Π
i=1

(z − zi)

= an · (z − z1) · (z − z2) · . . . · (z − zn).

-�� ;�����	�< ��
������ ������ z1, z2, . . . , zn ���
 
�� ����������� +�� P (z) ��

�������� ����� ���� +�������
�� �����
C	� F���� ��� z1, z2, . . . , zn G
*�� ��
��������  �
������)��*�
��� ��( 
�
 Q�
������
*����
�� C ���� ���	�,9���� )���	���������� C

0?



���(�� 
�� !���� +�� ����������� ��


�� ���
�� (��	��
�� ������

=� /��
 ���� '��E�	����� ak ����� ��
 ��� z1 ���� ���������� +�� P (z)%

��� ��� ���� z∗1 ���� �����������

0� &�� z1 ���� ����������% 
��� (���� 
�� 7���������	 
�� ������(������8 (z−z1)

���� ��������	)	�	�� �� ����
 B��L��
 R(z) +�
 5��
 n − 1�

-��� =� P (z∗1) =
n∑

k=0

ak · (z∗1)k =
n∑

k=0

ak · (zk
1 )∗

=
n∑

k=0

a∗
k · (zk

1 )∗ =
n∑

k=0

(ak · zk
1 )∗

=

(
n∑

k=0

ak · zk
1

)∗
= 0∗ = 0

0� (��	� ��
�������� ��� "��
�
���������: �� +�������� 7��� ����8 
��
��R�
�� 
�� n − 1 ����������� +�� R(z)�

� P (z) = z4 − 4z3 + 6z2 − 4z + 5

• �������� z1 = j ��� ���� ����������: B���� 
���� ����������

• ���� ak ����� ⇒ z2 = z∗1 = −j
��� ���� ,������ ����������

• ��������	)	�	���
P (z)

(z − z1) · (z − z2)
=

z4 − 4z3 + 6z2 − 4z + 5
(z − j) · (z + j)

(z4 − 4z3 + 6z2 −4z + 5)� (z2 + 1) = z2 − 4z + 5︸ ︷︷ ︸
z4 + z2 R(z)

−4z3 + 5z2 −4z + 5
−4z3 −4z

5z2 + 5
5z2 + 5

0 ;'�������� G<

• R(z) = z2 − 4z + 5 ��� 
�� ����������� z3,4 = 2 ± j

• !������� ��� 
�� B	����*�����"���������
P (z) = (z − j) · (z + j) · (z − 2 − j) · (z − 2 + j)

�	
	���
�	
�

• ���	���� ��� B	����*����� "����������
��R�
�� ����� ���������� z1 +�� P (z)%
�����	��	 P (z) = (z − z1) · Rn−1(z)%
(���� n − 1 � 1� ��
������	 ����� ���������� z2

+�� Rn−1(z)%
�����	��	 P (z) = (z − z1) · (z − z2) · Rn−2(z)% ��,�
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• '����� ,������ 
�� 
�
 H�����"��
��� ,��
�� 
�� #������	�� ����!
���������% 6����
���� ��
 ���	��

�������

• ��������	 
�� )���	�� $ ����	��
� 9��
����	�% ��� .���(���3.���!
�S����(��� �� �6����� /���������H

+ ,������-��

8����� �� ��L���������!����������� ��,��
��	�� ��(
;��������
��� �!�������% #�	����	��������<%

����
��	��� �������
���	�� �����	���� z(t)% 
�� ��� +�� ����
 �������
��������� t ;��$� ����% "��A����< ���9�	��%

����� C �� 
�� 5��F����� ����� 
��	������� C ����� 	���� )�������� ���� 
��
��������� +�� z(t) (�� ����� �������������	�
 (�

"	(
����

-�� 5���� ����� ��
����,����	�� "�������

z : I → C 
�� I ⊂ R

��
 z(t) = x(t) + j · y(t)%
x, y �����	� ������ "���������

�� 
�� 5��F����� ����� ���F� ;������)��

�

�

�

Im z

z(t1)

z(t2)

z(t3)

0 Re z
;������)� T $������+�% ,����� 
�� /����� 
�� ���	��� �� z(t) 
�����9�(��
z(t) �9��� ���� ���� �� 
�� "��


z(t) = |z(t)| · (cos ϕ(t) + j · sin ϕ(t))
= |z(t)|︸ ︷︷ ︸

r(t)

· ejϕ(t)


����������

� z(t) = x(t) + j · y0

��� ��� D������+� ���� B�������� �� Re z%

z(t) = x0 + j · y(t)
��� ��� D������+� ���� B�������� �� Im z%

z(t) = z1 + f(t) · z2 
�� z1, z2 ∈ C% f : I → R �����	
��� ��� D������+� ���� 5���
� �
�� ���� ����� 5���
���
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����	����

z(t) = z1 + t · z2 
�� t ∈ R:

�

�

�

�

Im z

z1

z2

−1

t = 0

0

1

2

Re z

#�����%
�	����� �����

z(t) = z1 + t2 · z2 
�� t ∈ R
+
0 :

�

�

�

Im z

z1

z2

0

0

1

√
2

Re z

H���������%
A������	��
� �����

z(t) = z1 + sin t · z2 
�� t ∈ R
+
0 :

�

�

�

Im z

z1

z2

3π

2
,
7π

2
, . . .

0, π, . . .

0

π

2
,
5π

2
, . . .

Re z

�������

�������% ���
������� /��,��	��	% ,��� t → ω · t 
�� ω = konst.

� z(t) = r · e±jωt


�� r , ω > 0, t ∈ R
+
0

��� ��� D������+� '��	� �� 0 �	� !��	�� r% 
� |z(t)| = r = konst�
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Im z

Re z

t = 0,
2π

ω
, · · ·

1

t

ωt �

Im z

Re z

t

t = 0,
2π

ω
, · · ·

1 ωt
�

�
��	��

• $�� ���������� C	��������

	��	���	� ω ��� ��	����������
t ���������� z(t) ���� ���	�
*D��	�� '��	���
����� 	�	�� ;	�<

E�����	������ 
�� 
�� E
���(
���� T =
2π

ω
�

• $�� ���������� '��	�*��A���� ω ��� ��	���������� t ����������

z(t) ���� �	������� ��

	����� 
�� 
�� B����
��
���� T =
2π

ω
�

z(t + n · T ) = r · e±jω(t+nT ) = z(t), n ∈ N0 .

� z(t) = r1 · ejωt + r2 · e−jωt


�� r1 > r2 > 0, t ∈ R
+
0

-� z(t) = r1 · (cosωt + j · sin ωt) + r2 · (cosωt − j · sin ωt)
= (r1 + r2) · cos ωt + j · (r1 − r2) · sin ωt

= x(t) + j · y(t)
⇒ x(t) = a · cos ωt 
�� a := r1 + r2

y(t) = b · sin ωt 
�� b := r1 − r2

x(t)
a

= cos ωt

y(t)
b

= sin ωt

⎫⎪⎬
⎪⎭ A��
������
�

�����

x2

a2
+

y2

b2
= 1: �������

0I



Im z

Re z

z = x + jy

1 a

b

t

�

B�L����
)�����	����	 �,���� ���������� /��,��	��	�� 	������� '����(��A���� ω

)
%	����
 	�
	� *������%	

���F� 
�� )���	��	 z(t) → 1
z(t)

�

� ��
������ .�
������
 Z(ω) →
��
������ ����,��� Y (ω) =

1
Z(ω)

*��

z = x + j · y �= 0
1
z

= u + j · v =
1

x + j · y =
x − j · y
x2 + y2

��	��� ����

u =
x

x2 + y2
; v = − y

x2 + y2

��,�

x =
u

u2 + v2
; y = − v2

u2 + v2
;U<

(�� 
�� &�+������ ����� B����� (x, y) → (u, v) �
�� �
	������ �� 
�� 5��F�����
������
����	��� �� 
�� �!������� ������ �9�N	 ��(�

� (�)���	�� )�� #������ ��� '��	���

-�� 5�������	 a(x2 + y2) + bx + cy + d = 0 ���������� (��

a = 0% d �= 0 ���� #����� �	�
� ����
 0
d = 0 ���� #����� ����
 0%

a �= 0 ∧ b2 + c2 − 4ad > 0 ����� '��	�
d �= 0� �	�
� ����
 0
d = 0� ����
 0%


��� x2 + y2 +
b

a
x +

c

a
y +

d

a
= 0

0K



⇔
(

x +
b

2a

)2

+
(
y +

c

2a

)2

=
b2 + c2 − 4ac

4a2︸ ︷︷ ︸
#�
���2

(�)���	�� �	� 6I7�

a
u2 + v2

(u2 + v2)2
+ b

u

u2 + v2
+ c

−v

u2 + v2
+ d = 0

∣∣∣ · (u2 + v2

d(u2 + v2) + bu + (−c)v + a = 0

:-
- ����
 (�)���	�� ��
�� 2����

#����� 
���� 0 ↔ #����� 
���� 0
#����� ����� 
���� 0 ↔ '��	� 
���� 0
'��	� ����� 
���� 0 ↔ '��	� ����� 
���� 0

>1


